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Von den Integralen der Differentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung. 


1. Eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen « 
und y integriren, heisst alle Werthe von y als Functionen von 
æ finden, welche ihr genügen; oder, mit anderen Worten, eine 
Gleichung zwischen æ und y finden, welche eine Folge der 
vorgelegten, und von der umgekehrt diese eine Folge ist. 

Aus dem geometrischen Gesichtspunkte betrachtet, heisst 
es alle Curven finden, deren Coordinaten mit ihren Differen- 
tialverhältnissen der verschiedenen Ordnungen dieser Gleichung 
genügen. MASI 

Betrachten wir die allgemeine Gleichung der mten Ord- 
nung, d. h. diejenige worin m der Index der höchsten in ihr 
vorkommenden Ableitung ist, mit welchen Potenzen übrigens 
diese Ableitungen auch behaftet seien. Es sei diese Gleichung 


a) y (z Y Aa’ dar’ ’ dam o. 
Sie besti any ls Functi mA ae g 
ie bestimmt 7, als Function von #, y, an,» et 


und wenn man sie wiederholt differentirt, so bestimmen sich 
dmtiy daty 


TaT a U 8 W. als Func- 


die Diffferentialverhältnisse 


tionen derselben Grössen. 

Im Allgemeinen lässt sich jede Function von æ in eine 
Reihe entwickeln durch die Sätze von Taylor, Maclaurin, 
oder Bernoulli. Der erste ist den Ausnahmen weniger un- 

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II. 1 
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terworfen, weil man den in die Coäfficienten eingehenden 
Werth von æ so wählen kann, dass keiner von ihnen unend- 
lich oder unbestimmt wird. In diesem Falle ist die Reihe noth- 
wendig convergent für alle Werthe von x zwischen gewissen 
bestimmten Grenzen, und manchmal selbst für jeden Werth von «. 

Es sei also y der allgemeinste Werth, welcher der Glei- 
chung (1) genügt. Wenn man ihn als entwickelbar nach der 
Formel von Maclaurin voraussetzt, so hat man 


y =m + (e H at 
ED 


und wenn man nun alle Coëfficienten, von dem von x” an, 
durch ihre, in der oben bemerkten Weise als Functionen der 
vorhergehenden bestimmten Werthe ersetzt, so wird die ge- 
suchte Function nothwendig in denen enthalten sein, welche 
durch diese Entwicklung dargestellt werden, da man nur Be- 
dingungen ausgedrückt hat, denen sie genügen soll. Und umge- 
kehrt genügt die so bestimmte Function nothwendig der Differen- 
tialgleichung; denn, differentiirt man mmal die Gleichung (2), 


(2) 


so erhält man genau die Entwicklung der in Bezug auf aay 


aufgelösten Gleichung (1). 

Die Gleichung (2) würde daher die-vollständige Lösung 
der Aufgabe geben, wenn alle Werthe von y auf diese Weise 
entwickelbar wären. Jedenfalls aber können nur diejeni- 
gen fehlen, für welche gewisse Differentialcoëfficienten auf- 
hören endlich und bestimmt zu sein für den besonderen Werth 
æ = 0. 

2. Entwickelt man nach den Potenzen von æ — æọ, 80 
hat man 


PE E 


8 may) e—a 
ee er (m —]) 
während die Coöfficienten von der Be m an noch immer 


durch die Gleichung (1) bestimmt sind und sich auf æ — zo 
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beziehen; und umgekehrt würde die Gleichung (1) aus dieser 
durch m successive Differentiationen hervorgehen. 

Den willkürlichen Werth x, könnte man so wählen, dass 
kein Coöfficient der Reihe unendlich oder unbestimmt würde, 
wenn diese Coëfficienten nur von x, abhingen; da sie aber 
noch den entsprechenden Werth von y und seinen Ableitun- 
gen enthalten, so kann es geschehen, dass eine Function 
y = ọ (x), welche der. Differentialgleichung genügt, gewisse 
Coöfficienten der Entwicklung unendlich oder unbestimmt macht 
für jedes sọ Wir werden bald ein Beispiel davon geben. 

` Man sieht hieraus dass die Formeln (2) und (3) nicht 
alle Functionen, welche der Gleichung (1) genügen, zu ent- 
halten brauchen. Diese beiden Formeln fallen zusammen, 
wenn alle Auflösungen sowohl nach der einen als nach der 
anderen entwickelbar sind, weil sie dann identisch die- 
selben Functionen darstellen. Innerhalb solcher Grenzen, wo 
sie. hinreichend convergiren, können sie dazu dienen, den 
' Werth der gesuchten Function approximativ zu geben. Man 
giebt ‚ler Gleichung (3), von welcher die (2) nur ein beson- 
derer, zu = O’'entsprechender Fall ist, den Namen all- 
gemeines Integral der Gleichung (1). 

Da die Gleichung (3) der vorgelegten Gleichung genügt, 


was auch die Werthe der m ersten Coëfficienten yo, (2) > 
0 


dm—1 ʻi 7 k & N NR 
( ee? seien, weil sie durch die m Differentiationen ver- 


schwinden, welche von der Gleichung (3) zu der vorgelegten 
führen: so sehen wir, dass das allgemeine Integral 
einer Differentialgleichung der mten Ordnung 
nothwendig m willkürliche Constanten enthält, 
welche die Werthe der Function und ihrer m—1 ersten 
Ableitungen für einen beliebig genommenen Werth von «æ 
sind. 

3. Man kann umgekehrt leicht beweisen, dass jede Glei- 
chung zwischen & und y, welche der Differentialgleichung ge- 
nügt und m willkürliche Constanten enthält, identisch ist mit 
dem durch die Entwicklung (3) dargestellten allgemeinen In- 
tegral. In der That, denkt man sich den durch diese Glei- 
chung gegebenen Werth von y nach den Potenzen von #2 — v 

EF 
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entwickelt, so werden die m ersten Coëfficienten &, und die m 
willkürlichen Constanten enthalten und alle möglichen Werthe 
annehmen können, indem man diese Uonstanten entsprechend 
wählt, welchen Werth man auch a, giebt: sie können daher 
als vollkommen willkürlich betrachtet werden, und da die fol- 
genden Coëfficienten von ihnen nach der Gleichung (1) ab- 
hängen, so wird die Entwicklung sich nicht von derjenigen 
unterscheiden, welche die Gleichung (3) giebt. Woraus der 
wichtige Lehrsatz folgt, dass jede Gleichung zwischen «® 
und y, welche einer Differentialgleichungder mten 
Ordnung genügt, das allgemeine Integral dersel- 
ben ist, wenn sie nur m willkürliche Constanten 
enthält, vermöge deren es möglich ist, der Function und ihren 
m — 1 ersten Ableitungen beliebige Werthe, für einen gewis- 
sen Werth von x, zu geben. 

4. Diese letzte Bedingung ist unerlässlich, weil eine Glei- 
chung m Constanten enthalten kann, welche sich durch Trans- 
formationen auf eine geringere Anzahl zurückführen lassen. 
Wenn man sich also versichern will, ob eine Gleichung das 
allgemeine Integral constituirt, so muss man sie m — 1 mal 
differentiiren und untersuchen ob man den m Constanten solche 
Werthe geben kann, dass man für einen gegebenen Werth 
von æ beliebige Werthe von y und seinen m—1 ersten Ablei- 
tungen erhält. Und hierzu ist es genügend, wenn die m Glei- 
chungen sich nach den m Constanten auflösen lassen, ohne 
dass man auf eine Absurdität stösst: denn alsdann kann 
man, für irgend einen Werth von g, y und seine m— 1 er- 
sten Ableitungen beliebig wählen. 

Hätte man z. B. gefunden, dass einer Gleichung zweiter 
Ordnung genügt wird durch den Werth 


y Cesar L. C' evz ` 
während C und C’ willkürliche Constanten sind, so würde 
hieraus folgen 


dy u ax ar. 
I ~ acer? + al!e«r; 


welchen endlichen Werth man nun auch æ geben mag, so 
liefern diese zwei Gleichungen endliche Werthe für C und 
C’, wenn nicht a — a’. Woraus folgt, dass wenn «' ver- 
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schieden von «a, der gefundene Werth von y das allgemeine 
Integral ist. 
Hätte man eine Auflösung gefunden von der Form 
y = Csinaæ + C' cosas, 
so würde folgen 
4 — a C cosaæ — a C' sinas, 
woraus man endliche Werthe für C und‘ ©” zieht, wenn a 
nicht Null ist; der Werth von y wäre also noch das allge- 
meine Integral. 
Ebenso ist es für einen Ausdruck von der Form 
y = C sin (« + a) + C sin (x + aù; 
differentiirt man denselben, und nimmt der Einfachheit wegen 
æo = 0, so findet man 
Y = C sina + C' sina’, 
(32) = (cosa + C' cosa’, 
rt 
und hieraus zieht man endliche Werthe für C und C’, wenn 
nicht 
sin a cosa’ — sina’ cosa = 0 
oder 
ern, 
während n eine ganze Zahl ist. Der Werth von y ist also 


das allgemeine Integral, ausgenommen diesen besonderen 
Fall. 


Wenn man aber als Auflösung einer Gleichung der drit- 
ten Ordnung fände 


y = C sin (æ + a) + C" sin (x + a) + C” sin (æ + a"), 
so würde man erhalten, indem man zweimal differentiirte und 
nachher æ — 0 setzte, 


yo = C sina + C! sina + C” sina", 
(4 = C cosa + C’ cosa! + .C cosa”, 
0 


— =) = C sina + C’ sina! + C” sina”. 
0 
Nun sind die erste und die dritte dieser letzten Gleichungen 
unvereinbar, wenn man yọ und (F2) unabhängig von ein- 
0 


ander lässt; man sieht also, dass es unmöglich ist die drei Con- 
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stanten so zu bestimmen, dass y und seine zwei ersten Ab- 
leitungen beliebige Werthe annehmen für æ = 0: der Werth 
von y ist daher nicht das allgemeine Integral, und man sieht 
in diesem Beispiele leicht dass die Constanten auf zwei zu- 
rückgeführt werden können; denn, indem man die Sinus ent- 
wickelt, findet man 
y = (C cosa + (! cosa! + C” cosa") sin « 

+ (C sna + C sina! + C" sina) cosa, 
und der Werth von y enthält wirklich nur zwei willkürliche 
Constanten, nämlich die Coëfficienten von sin æ und cos «. 

5. Wenn man in dem allgemeinen Integrale einer Glei- 
chung einer oder mehreren der willkürlichen Oonstanten, welche 
es enthält, besondere Werthe giebt, so wird diese Auflösung 
ein particuläres Integral genannt. 

Wenn man einer Differentialgleichung durch eine Glei- 
chung genügt, welche nicht in dem allgemeinen Integrale ent- 
halten ist, so nennt man diese Gleichung eine singuläre 
Auflösung oder ein singuläres Integral. 

In diesem Falle müssen, wie wir schon bemerkt haben, 
Coöfficienten der Entwicklung (3) unendlich oder unbestimmt 
werden, was auch x, sei, und folglich dann, wenn man dafür 
die Variable æ setz. Und da diese Coäfficienten nur Ab- 
leitungen von niedrigerer Ordnung als m enthalten, so geht 
hieraus hervor, dass der Werth y—= 9 (x), welcher eine sin- 
guläre Auflösung einer Differentialgleichung der mten Ordnung 
constituirt, zu gleicher Zeit dieser Gleichung und einer anderen 
Differentialgleichung von einer niedrigeren Ordnung genügen 
muss, in welcher keine willkürliche Constante vorkommt. 

Wenn z. B. die vorgelegte Gleichung von der ersten Ord- 
nung ist, so können die singulären Auflösungen nur gegeben 
werden durch Gleichungen zwischen x und y ohne willkürliche 
Constante; und folglich kann eine Auflösung mit einer will- 
kürlichen Constante nur das allgemeine Integral sein. 

Wenn aber die vorgelegte Gleichung von einer höheren 
als der ersten Ordnung wäre, so würde die singuläre Auflö- 
sung im Allgemeinen gegeben werden durch eine Differential- 
gleichung von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung, 
welche ein Integral mit willkürlichen Constanten haben würde. 
- Man sieht also, dass die singulären Auflösungen der Dif- 
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ferentialgleichungen mter Ordnung gegeben werden können 
durch Gleichungen zwischen x, y und höchstens m —1 Con- 
stanten. Man kann daher aus der Gegenwart willkürlicher 
Constanten nicht immer schliessen, dass eine Auflösung ein 
particuläres und kein singuläres Integral sei. 

6. Wir wollen jetzt ein Beispiel des in Nr. 2 angekün- 
digten Falles geben. Betrachten wir die Differentialgleichung 


d 1 
EH+W-—-1=0. 


Man zieht aus ihr durch wiederholte Differentiation 


1 (day _ 1) 
d?y 3 \de 1 SA 
dar = eta a o 
(y — 2)’ 
d3 1 
Ta = 7 ua 


und man findet, indem man die Formel (2) anwendet, 
1 æ? at. x3 
vn +a (y) ty A a Ba 


Man erkennt leicht, dass indem man 


2 2 
3 Y? =C 
setzt, diese Gleichung sich auf 
3 3 
(a) y =a + ($F 0-0) 


reducirt. Man findet diesen Werth direct, indem man in der 
vorgelegten Gleichung y — æ = z setzt, was sie auf 


dz 1 
3 
-> z’ = 0 
rt 
reducirt, woraus 
1 
z 3 dz = — da; 


durch Integriren und Hinzufügen einer willkürlichen Constante 


erhält man 
3.2 
7 z? = c—ĉ2, 


daher è 
N a A 
tala (c — a)’, oder y = æ + 3 (— a)’. 
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Diese Gleichung wird identisch dieselben Auflösungen wie die vor- 


gelegte geben, wenn es erlaubt war durch z3 zu dividiren, wel- 
ches verlangt, dass z oder y — x nicht Null sei. Kann daher 
y —& = 0 der vorgelegten nicht genügen, so giebt die Glei- 
chung (a) alle ihre Auflösungen; aber wenn y— x = 0 ihr 
genügte, so wäre dies eine Auflösung, welche in der Glei- 
chung (a) nicht enthalten zu sein braucht. Und in der That, 
y — æ = 0 genügt dieser letzten nicht, welchen Werth man 
auch der willkürlichen Constante geben mag, und genügt doch 
der vorgelegten. Also ist y„— x —= 0 eine singuläre Auf- 
lösung. 

Da diese Auflösung in dem allgemeinen Integrale nicht 
enthalten ist, so wollen wir sehen, was aus den Coëfficient® 
der durch die Formel (3) gegebenen, allgemeinsten Entwick- 
lung von y wird. 


Es ist evident, dass wenn man y = x macht, alle Diffe- 


7 ES. d2 ; $: 
rentialcoëfficienten, von za an, unendlich werden; und hätte 


1 
man nicht den gemeinschaftlichen Factor (y — x)’ in den bei- 


den Gliedern des Werthes von Ti unterdrückt, so würde 


; ; MNAO ' 
dieser sich unter Form — darbieten. 


0 


Dieses Beispiel zeigt einen Werth von y, nämlich den 
Werth x, welcher der vorgelegten Differentialgleichung genügt 
und nach den Potenzen von x entwickelbar ist, aber keine 
mögliche Entwicklung giebt, wenn man von jener ausgeht. 
Man darf also nicht bebaupten, dass das sogenannte allge- 
meine Integral alle Auflösungen der vorgelegten Gleichung 
enthalte, oder mit anderen Worten, es kann singuläre Auf- 
lösungen geben. 


7. Kann man eine der durch die Differentiation der vor- 
gelegten erhaltenen Gleichungen in zwei Factoren zerlegen, von 
denen der eine von niedrigerer Ordnung ist als der andere, 
und setzt man den von der niedrigeren Ordnung ebenfalls 
gleich Null, so hat man eine Gleichung mehr zwischen den 
schon betrachteten Ableitungen; es giebt dann eine Willkür- 


www.rcin.org.pl 


er OEE 


liche weniger in der Entwicklung von y, und im Allgemeinen 
wird diese Entwicklung nicht in der anderen enthalten sein, 
die m willkürliche Constanten enthält. 

Betrachten wir z. B. die Gleichung 

dy\? d 
(b) +2 -y=0. 
Man findet, differentiirend,, 
day, \ u _ 
(2 Si + 2) H = 0. 

Indem man den Factor der zweiten Ordnung betrachtet, hat 
man 


e A IRIT SS. o OSAT E 
r T ERE A 


die Gleichung (b) giebt jetzt, durch die Entwicklung von 
Maclaurin, 


y =p + tVy. 
Betrachtet man darauf den Factor erster Ordnung, so findet 
man 


A IE t MA S A 
de 2 dx? 2 da: 


Wir haben jetzt zwei Gleichungen zwischen x, y und SU, Yo 


ist also nicht mehr willkürlich, und man findet für æ = 0 
dy\ _ AN 
(= Ka 0 , Yo == 0 . 


Daher hat man für y den folgenden Werth ohne willkürliche 
Constante | 


Et 8 
ehe: "RR. i 5 
welcher in dem Integral mit einer willkürlichen Constante nicht 
enthalten, also eine singuläre Auflösung ist. 


Von den Differentialgleichungen einer Gleichung 
mit zwei Variablen. 


8. Betrachtet man eine Gleichung mit zwei Variablen 
F (æ, y) = 0, und leitet man aus ihr auf irgend eine Weise 
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eine andere Gleichung ab, welche x, y und Ableitungen von 
y nach æ enthält, so nennt man diese letzte eine Differential- 
gleichung der ersten. Sie ist eine Folge dieser Gleichung, aber 
diese ist nicht immer eine nothwendige Folge von ihr. So 
haben wir gesehen, dass eine Function von æ nur eine Ablei- 
tung hat; während eine Ableitung unendlich vielen Integra- 
len entspricht, die sich durch den Werth einer Constante un- 
terscheiden, 

Wenn man zwischen der ursprünglichen Gleichung und 
derjenigen, welche man erhält, indem man sie einmal differen- 
tiirt, eine Constante «a eliminirt, so hat man eine gewisse 
Differentialgleichung erster Ordnung der vorgelegten Gleichung. 
Und allgemein, wenn man die vorgelegte mmal differentüirt, 
so kann man m beliebige der in ihr vorkommenden Constanten 
eliminiren, und man erhält auf diese Weise eine Differential- 
gleichung mter Ordnung der primitiven Gleichung, welche 
m Constanten weniger enthält als diese. Eine verschiedene 
Differentialgleichung derselben Ordnung würde man erhalten, 
wenn man m andere Constanten zwischen denselben Gleichun- 
gen eliminirte. 

Bemerken wir, dass man jede Differentialgleichung als 
auf diese Weise erhalten betrachten kann; denn wir haben be- 
wiesen, dass ihr allgemeines Integral, wenn sie von der Ord- 
nung m ist, m willkürliche Constanten enthält, welche nicht in 
der Differentialgleichung vorkommen. Also konnte diese letzte 
aus dem allgemeinen Integral nur abgeleitet werden, indem man 
diese Constanten zwischen dem Integral und den durch m succes- 
sive Differentiationen daraus gezogenen Gleichungen eliminirte. 

Diese Differentiationen können aber auf sehr verschiedene 
Weisen gemacht werden: 

Will man z. B. nur eine Constante eliminiren, so kann 
man die Gleichung zuvor in verschiedene Formen bringen und 
dann differentiirren; man erhält so verschiedene Gleichungen 
erster Ordnung, und man kann die Constante zwischen irgend 
einer von ihnen und der vorgelegten Gleichung eliminiren. 

“Will man zwei Constanten eliminiren, so kann man die 
in eine willkürliche Form gebrachte Gleichung zweimal diffe- 
rentiiren; man hat dann drei Gleichungen, welche die zwei 
zu eliminirenden Grössen enthalten. Oder man kann auch 
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zunächst eine von ihnen zwischen der vorgelegten Gleichung 
und der aus ihr abgeleiteten der ersten Ordnung elimini- 
ren; darauf kann man, indem man die so erhaltene Gleichung 
wie die vorgelegte behandelt, die zweite Constante eliminiren. 

Die Combinationen würden sich vervielfältigen, wenn man 
eine grössere Anzahl von Constanten zu eliminiren hätte. 
Wir wollen nun beweisen, dass man immer, auf welche 
Weise die Elimination auch gemacht wird, dieselbe Gleichung 


i d i FE 
zwischen %, y, k u.s.w. und den nicht eliminirten Constanten 


erhält. 


Nehmen wir an, dass man zu zwei verschiednen Glei- 
chungen gelange, indem man dieselben m Constanten elimi- 
nirt; und es seien diese beiden Gleichungen, in Bezug auf 
dm y 


E zn aufgelöst, 
Kid RN aae A 
daa I F TT? 
dmy _ SE an 
dam Ye’? dam 


Nach dem was bewiesen worden ist, wird man, wenn man aus 
der einen und anderen eine Gleichung zwischen x, y und m 
willkürlichen Constanten herleitet, die Gleichung selbst erhalten, 
aus welcher sie gezogen sind, und folglich identische Resultate 
haben. Entwickelt man diese nach den Potenzen von æ — x; 
' so werden die Coëfficienten der verschiednen Potenzen respective 
gleich sein, wenn die, a: Hirsch x, entsprechenden 


Constanten yo, (7) ; 
0 


sind. 


beiderseits dieselben 


u), 


Nun haben die Entwicklungen respective zu Coöfficienten 


er Bu) die beiden Ausdrücke 
A dy da ty 
Plan GB a, 
m—1 
T & Yo» (2 he; + aa ds 
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Es müssen daher diese beiden Functionen für jedes x, gleich 
Be; 5 2) yi T) 
sein, indem man den Grössen yo, ( a6)’ As); 
und den nicht eliminirten Constanten, welche beiderseits dieselben 
sind, beliebige Werthe giebt; folglich müssen alle diese verschie- 
denen Grössen auf identische Weise in F und f vorkommen. 
Sie kommen aber darin auf dieselbe Weise vor, wie æ, har» a 
n=l 
pat und die nicht eliminirten Constanten in den beiden 
Ausdrücken für = vorkommen; daher sind diese beiden Aus- 
drücke identisch, und die beiden Differentialgleichungen, mag 


í ’ dm u : i 
man sie nun in Bezug auf T auflösen oder nicht, sind es 


folglich auch; woraus der wichtige Lehrsatz hervorgeht: 

Auf welche Weise man zu einer Differential- 
gleichung der mten Ordnung kommen mag, wenn 
man von einer und derselben Gleichung zwischen 
zund y ausgeht und dieselben m Constanten elimi- 
nirt: immer erhält man eine und dieselbe Glei- 
chung. 

9. Dieser Satz giebt Veranlassung zu mehreren nützlichen 
Bemerkungen. 

Heben wir unter allen Arten diese Rechnung auszuführen 
die folgende hervor : 

Man eliminire zunächst eine der Constanten zwischen der 
vorgelegten Gleichung und ihrer ersten Ableitung; darauf 
eliminire man eine zweite Constante zwischen der so erhaltenen 
Gleichung und ihrer Ableitung; dann eine dritte Constante 
zwischen der so erhaltenen neuen Gleichung und ihrer Ab- 
leitung, und so fort bis die m bezeichneten Constanten ver- 
schwunden sind. Man hat dann die gesuchte Gleichung der 
mten Ordnung; und nach unserm Lehrsatze ist diese Glei- 
chung und sind alle Zwischengleichungen identisch mit den- 
jenigen, welche man, dieselben Constanten eliminirend, durch 
andere Verfahrungsarten erhalten würde. Die Ordnung aber, 
in welcher man die m Constanten eliminirt, bestimmt die 
Zwischengleichungen; und so viel Combinationen als man zu n 
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mit m Buchstaben machen kann, eben so viel verschiedne Glei- 
chungen der Ordunng n kann man erhalten, von denen jede 
nur eine einzige Form haben kann. Hieraus zieht man die 
wichtige Folgerung: 

Jede Differentialgleichung von der Ordnung 
m kann abgeleitet werden aus m verschiedenen 
Gleichungen von der Ordnung m — 1, von welchen 
jede eine willkürliche Constante enthält; aus 
ai nu Gleichungen von der Ordnung m — 2, 
welche deren zwei enthalten; und allgemein aus 
m(m — 1)...(m—n-+D) 

Paie: n 
denen jede n willkürliche Constanten enthält. 

10. Wenn man eine Gleichung mter Ordnung zu inte- 
griren hat, so kann man ihre m ersten Integrale suchen. Ge- 
lingt es diese zu bestimmen, so hat man m Gleichungen zwi- 
u NEE ar von welchen jede eine willkür- 
liche Constante enthält; und indem man die m — 1 Ableitun- 
gen von x eliminirt, erhält man folglich eine Gleichung zwi- 
schen æ, y und m willkürlichen Constanten. Man hat also dann 
das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung. 

11. Manchmal ist es leichter die ersten Integrale der 
Gleichung (m + 1)ter Ordnung zu finden, welche man er- 
hält, indem man die vorgelegte differentürt. Das allgemeine 
Integral dieser Gleichung von der (m + 1)ten Ordnung ist 
dann das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung, wenn 
man sich zu einem Glied derselben eine willkürliche Constante 
addirt denkt; und kennt man das allgemeine Integral der Glei- 
chung (m + 1)ter Ordnung, so hat man dasjenige der vor- 
gelegten, indem man diese Constante gleich Null macht. Mau 
wird daher die m + 1 ersten Integrale suchen, zwischen 
ihnen die m Ableitungen von y eliminiren und dann statt der 
in Rede stehenden Constante Null setzen. Aber eines dieser 
ersten Integrale ist nichts Anderes als die um diese Constante 
vermehrte vorgelegte Gleichung, und reducirt sich folglich auf 
letztere, indem man für die Constante Null setzt; wenn man 
also m erste Integrale der Gleichung (m + I)ter Ordnung 


von der Ordnung m—n, von 


schen x, y, 
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erhalten kann, welche die vorgelegte Gleichung nicht einschlies- 
sen, so braucht man nur zwischen ihr und den m Integra- 
len die m Ableitungen von y zu eliminiren, und man hat das 
verlangte allgemeine Integral. 

Hat man das allgemeine Integral der Gleichung (m + 1)ter 
Ordnung durch irgend ein Mittel gefunden, so enthält das- 
selbe m + 1 willkürliche Constanten; aber diese Constanten 
sind unter sich durch eine Gleichung verbunden, welche man 
erhält, indem man den gefundenen Werth von y in der vor- 
gelegten Gleichung substituirt. Man hat also nur m willkür- 
liche Constanten, wie es sein muss. 


Anderes Mittel um die Integrale der Differential- 
gleichungen zu bestimmen. 


12. Anstatt die Differentialgleichung. zur Bestimmung der 
Coöfficienten der Entwicklung des Integrals zu gebrauchen, 
kann man sie anwenden um die successiven Incremente des 
Werthes von y und somit diesen Werth selbst, mit einer be- 
liebigen Annäherung zu berechnen. Man erhält auf diese 
Weise nicht den Ausdruck von y durch x, aber so viel be- 
sondere Werthe als man will; mit anderen Worten, man kann 
von der Curve, deren Gleichung gesucht wird, so viel Punkte 
als man will, approximativ bestimmen. 

Betrachten wir zunächst die Gleichung der ersten Ord- 
nung, welche man immer als in die Form 

dy =F (a, y) da 
gebracht annehmen kann. 

Wenn man nach Belieben den Werth yọ annimmt, wel- 
cher einem willkürlichen æo entspricht, so liefert die Gleichung 
das Increment, welches y erhält, wenn æ in x, + « übergeht; 
der Werth desselben ist dyo = F (x), Yo) œ, indem man die 
Grössen vernachlässigt, welche in Bezug auf « von der zwei- 
ten Ordnung sind. Bezeichnet man die neuen Werthe von .x 
und y durch #, y’, so hat das einem Increment œ von =’ ent- 
sprechende Increment von y’ den Werth 

dy' = Fl, y)a, 
indem man wieder die Grössen von zweiter Ordnung in Bezug 
`- auf vernachlässigt, sowie den noch kleineren Fehler, der davon 
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herrührt, dass man in dem Werthe von y eine Grösse zweiter 
Ordnung vernachlässigt hat. Indem man so fortfährt, und 
immer die Grössen von zweiter Ordnung in Bezug auf «œ ver- 
nachlässigt, erhält man so viel Werthe von y als man will, oder 
so viel Punkte als man will von der Curve, welche der Dif- 
ferentialgleichung genügt, und durch den willkürlichen Punkt 
geht, dessen Coordinaten æo, yo sind. Man sieht hieraus dass 
eine Gleichung erster Ordnung unendlich viele Integrale hat, 
welche sich von einander nur durch den Werth einer Con- 
stante unterscheiden, die das einem willkürlich gewählten 
Werthe von æ entsprechende y ist. Der aus diesen Rechnungen 
resultirende allgemeine Ausdruck von y ist 

y = Yo + F% yo)a + Fa + a, HF y)ale+t:--, 
worin die Zahl der zu nehmenden Glieder abhängt von dem 
Werthe von x, den man betrachtet; und- man würde den 
Werth von y genau durch æ ausgedrückt haben, wenn man 
die Grenze finden könnte, gegen welche die Summe von n -+1 
Gliedern dieser Reihe convergirt, während næ = x — x, und 
œ unbegrenzt abnimmt. 

13. Bemerken wir dass diese Art die verschiedenen In- 
tegrale einer Differentialgleichung zu bestimmen, auf alle Auf- 
lösungen anwendbar ist. Sowohl die singulären als die par- 
tieulären Integrale finden sich darin enthalten; was bei den 
anderen Methoden nicht der Fall ist. 

Auf ähnliche Art kann man verfahren, wenn eine Glei- 
chung zweiter Ordnung zu integriren ist. Diese kann man 
sich immer in der Form denken 


> 
Ta =F (ry F , oder dzi 5 E MSIs a de. 


Man nimmt die x, entsprechenden Werthe yg, (32) will- 
8o 

kürlich an, und die Gleichung .liefert das zu dem Incre- 

ment œ von æ gehörige Increment von w, Man hat dann 


den Werth von ` =, welcher sọ + « entspricht; - ferner 


ist das Increment von y bekannt, da man EA angenommen 
0 


hat. Man kennt also für den Werth zp + œ die Werthe von y und 
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SL, und dieselbe Operation kann man beliebig oft wiederholen. 


Es zeigt sich hier, dass in dem Integrale einer ‚Gleichung 
zweiter Ordnung zwei willkürliche Constanten vorkommen. 
Dieses Verfahren liefert nur die Werthe der Integrale ap- 
proximativ; genau würde man sie finden, indem man die 
Grenze der Reihe bestimmte, während «œ gegen Null conver- 
girt und wie im vorigen Falle na = x — so. 

Offenbar finden dieselben Betrachtungen Anwendung auf 
die Gleichungen aller Ordnungen. 


www.rcin.org.pl 


Differentialgleichungen der ersten Ordnung. 


Singuläre Integrale der Gleichungen erster 
| Ordnung. 


14. Es sei 
(1) Elerh) = 0 
das allgemeine Integral einer Differentialgleichung erster Ord- 
nung, und a sei die willkürliche Constante, deren Elimina- 
tion zwischen der Gleichung (1) und ihrer Ableitung 

i dF dF dy 

(2) potia Erer i 0, 
zu der vorgelegten Differentialgleichung führt. Man will wis- 
sen, ob diese letzte Auflösungen zulässt, welche nicht in dem 
allgemeinen Integrale enthalten sind. 

Jede Gleichung zwischen æ und y lässt sich in die Form 
bringen 
(3) F (æ, y, 9) = 0, 
wo @ eine gewisse Function von æ und y ist und F dieselbe 
Function bezeichnet wie in (1), nur dass die Constante a durch 
die Function ọ ersetzt ist. Denn man kann F (æ, y, œ) irgend 
einer Function gleichsetzen und daraus für @ einen Werth 
ziehen, der diese Gleichung identisch macht. Die Gleichung 
(3) kann deshalb alle Auflösungen der vorgelegten Gleichung 
darstellen, 'wenn man für alle schicklichen Werthe setzt; 
und diese wollen wir nun zu bestimmen suchen. 


Durch Differentiiren von (3) findet man, indem da die 


totale Ableitung von @ bezeichnet, 
Duhamel, Dif.- und Int. Rechnung. II. 92 
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dF dF dy do | 
(4) de Ey dy da +75 Te et. 
Wenn man in diese Gleichung den aus (3) resultirenden Werth 
von einsetzt, so hat dies in den beiden ersten Termen von 


(4) denselben Erfolg, als wenn man a aus (1) zieht und in (2) 


Ä a on 2 d 
einsetzt. Folglich ist es zur Identität der Werthe von E 
da 
nothwendig und hinreichend, dass die Substitution von ọ ergiebt 
dF dp 
dp dæ 
dy 
was auf mehrere Weisen geschehen kann: 
dp ug 
ł. Indem man ee 0 setzt, wo dann @ eine Con- 


stante ist, und die Gleichung (3) mit dem allgemeinen Integral 
zusammenfällt; 


dF 
2. indem man i nach Substitution des aus (3) gezoge- 
dy 
nen Werthes von @ gleich. Null setzt, was dasselbe ist, als 


dF 
KaD do i 
wenn man @ durch die Gleichung TIF” 0 bestimmt und den 
en 
Werth in (3) einsetzt. 

Man sieht also, dass wenn man das allgemeine Integral 
einer Differentialgleichung erster Ordnung hat, man alle sin- 
gulären Integrale erhalten wird, indem man die Constante eli- 
minirt zwischen der Integralgleichung und ihrer gleich Null 
gesetzten partiellen Ableitung nach der Constante, sowie ihrer 
gleich Unendlich gesetzten partiellen Ableitung nach y. Man 


muss sich aber überzeugen, ob jede dieser Hypothesen auch 
wirklich das erste Glied der Gleichung (5) auf Null und nicht 


auf r bri mgt. 
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Ferner muss man untersuchen, ob die so erhaltenen Auf- 
lösungen schon in dem allgemeinen Integrale stecken. In 
diesem besonderen Falle hat man ein particuläres Integral statt 
eines singulären. 


15. Welche Form man der Gleichung (1) geben mag, 
die Anwendung der vorhergehenden Regeln muss immer zu 
denselben Auflösungen führen. Dies kann man verifieiren, in- 
dem man bemerkt, dass das Verhältniss der beiden partiellen 
dF aF 
dp’ dy 
selbe sein wird, obgleich eine jede dieser beiden Ableitungen 
sich ändert, wenn man die Gleichung F = 0 transformirt. 
Denn hat man irgend eine Gleichung F (æ, y, z, u) = 0, so drückt 
das Verhältniss von zwei partiellen Ableitungen des ersten Glie- 
des in Bezug auf zwei der Variablen, z. B. u und z, bis auf 
das Zeichen immer die Ableitung einer der Variablen v und z 
in Bezug auf die andere aus; es kann folglich, nach” Elimi- 
nation einer von beiden, nicht von der Form abhängen, unter 
welcher man die u und z verbindende Gleichung darstellt. 


Ableitungen mit Rücksicht auf F — 0 immer das- 


Wenn daher a os beek aiye der Gleichung a) macht, 


dass die Gleichung $E pa Auflösungen verliert, so macht 


sie zugleich, dass die Po 47 — 0 dieselben gewinnt. 
dy 

16. Das singuläre Integral hat eine sehr merkwürdige 
geometrische Beziehung zu dem allgemeinen Integral. In der 
That, wenn man a zwischen der Gleichung (1) und ihrer par- 
tiellen Ableitung nach a eliminirt, so hat man die Gleichung 
des Orts der successiven Durchschnitte der Curven, welche man 
erhält, indem man a in der Gleichung (1) stetig varürt. Also 
stellt das singuläre Integral die umhüllende Curve dieser Cur- 
ven (der particulären Integrale) dar. 


Wenn man nach der Differentialgleichung den geometri- 
schen Ort von irgend einem ihrer Integrale, wie wir dies 
oben angegeben haben, construirt und zur Ordinate yọ diejenige 
der umhüllenden Curve wählt, welche der Abscisse x, ent- 
spricht, so muss die Gleichung zwei allgemeine Werthe für 

2* 
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35 liefern, von denen der eıne der Umhüllenden, der andere 
der Umhüllten entspricht, und welche gleich sind für den die- 
sen beiden Curven gemeinsamen Punkt. Die angegebene Con- 
struction wird dann die beiden Curven liefern. Es giebt je- 
doch eine bemerkenswerthe Ausnahme von diesem Satze: sie 
findet statt, wenn die das singuläre Integral darstellende Um- 


hüllungslinie eine Gerade ist. 
In der That, wenn man von einem Punkte dieser Gerade 


: ; dY ANR A 
ausgeht, so sind zwei Werthe von a in diesem Punkte gleich, 


und folglich sind die zwei correspondirenden Werthe von dy, 
welche die Gleichung liefert, gleich, wie dies im Allgemei- 
nen stattfindet; aber im gegenwärtigen Falle ist einer dieser 
Werthe strenge richtig, und zwar derjenige, welcher der ge- 
raden Linie entspricht, deren Gleichung ersten Grades, ohne 
etwas "zu vernachlässigen, dy — pdæ giebt, wogegen man 
in jedem anderen Falle eine in Bezug auf dy unendlich kleine 
Grösse vernachlässigt. Hieraus folgt, dass der Nachbarpunkt 
strenge der Umhüllenden angehört, und man befindet sich 
also in “demselben Falle wie vorher. Man sieht somit, 
dass die Differentialgleichung in diesem Falle das singuläre 
Integral allein giebt. Es ist zugleich klar, dass dies nur in 
diesem einzigen Falle geschieht. Denn läge der zweite Punkt 
nicht genau in der Enveloppe, so würde die Gleichung nicht 


zwei genau gleiche Werthe für sy geben, indem man die 


Coordinaten dieses Punktes substituirt; man würde also bei 
dem folgenden Werthe von œ zwei Punkte statt eines finden 
und die beiden Linien erhalten. 


Man kann die singulären Integrale auch aus der Diffe- 
rentialgleichung selbst bestimmen. Es sei diese Gleichung 


(6) f(x, PAN EN; 


indem wir 2 durch y’ bezeichnen. 


Da die geometrische Darstellung der singulären Auflösung 
die umhüllende Curve von denjenigen ist, welche die particu- 
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lären Integrale darstellen, so schneiden diese sich im Allge- 
meinen; und wenn sie einander unendlich nahe rücken, so wird 
der Durchschnittspunkt ein Berührungspunkt, der der Enve- 
loppe angehört. Demnach muss die Gleichung (6) im Allge- 
meinen für einen und denselben Werth von æ und y wenigstens 
zwei verschiedene Werthe von y^ geben, und zwei dieser 
Werthe müssen gleich werden, ‘wenn v und y einem Punkt 
der Enveloppe angehören oder der Gleichung genügen, welche 
die singuläre Auflösung constituirt. Man hat also auszudrü- 


cken, dass die Gleichung (6) zwei gleiche Werthe für y’ giebt. 
Dies geschieht, indem man a — 0 setzt, wenn f (=, y, y’) eine 


einförmige Function ist. Ist sie mehrförmig, so kann man 
sie durch Transformation zu einer einförmigen machen; man 
kann aber auch successive eine jede der verschiednen in 
f(æ,y, yù = 0 enthaltenen Gleichungen behandeln und aus- 
drücken, dass sie gleiche Werthe für y’ giebt, oder auch dass 
ein aus der einen gezogener Werth von y’ gleich ist einem 
aus der anderen gezogenen Werthe von y^.. Wenn z. B. die 
Gleichung (6) nach y’ aufgelösst wäre, so könnte man nur 
das letzte Mittel anwenden und diese Werthe zwei und zwei 
gleich setzen. Es sei in allen Fällen ø (a, y, y’) = 0 eine 
Gleichung, welche ausdrückt dass die Gleichung (6) zwei 
gleiche Werthe von y’ giebt) so muss die singuläre Auflösung 
diesen zwei Gleichungen, und folglich dem Resultate der 
Elimination von y‘ zwischen ihnen genügen. Bewerkstelligt 
man also diese Elimination, so erhält man eine Gleichung 
zwischen æ und y, welche die singuläre Auflösung darbieten 
wird, wenn eine solche existirt. Man muss deshalb untersu- 
chen, ob die verschiedenen Werthe von y in æ, welche sie lie- 
fert, der Gleichung (6) genügen: diejenigen welche dies thun, 
ohne in dem allgemeinen Integral enthalten zu sein, sind die 
singulären Auflösungen. Es sei als Beispiel _ 


(7) y = 2y +f) 
während f eine Function bezeichnet, welche nur einen Werth 


hat für einen und denselben Werth von y^. Wir haben als 
Bedingung der Gleichheit zweier Werthe von y’ 


(8) s +r g)=o0, 
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und zwischen diesen beiden Gleichungen ist y’ zu eliminiren. 


Nehmen wir an dass man aus der Gleichung (8) zieht y'= ọ («), 
so erhält man durch Einsetzen in (7) 


(9) y = «o (2) +f[p(@)]- 


Differentiirend findet man 


s4 = g (2) + pa) [e + f p w] = Pa), 


und a kann man die Gleichung (9) so schreiben: 


Sie genügt also der vorgelegten Differentialgleichung, und 
bildet ihre singuläre Auflösung; denn sie- ist nicht in dem 
allgemeinen Integrale enthalten, das wir später bestimmen 
werden. 


Integration der Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 


17... Die allgemeinste Gleichung der ersten Ordnung, 
in welcher das Differentialverhältniss y den ersten Grad nicht 
\ 


übersteigt, kann auf die Form gebracht werden 
Qdy + Pdæ = 0, oder QA + P =. 0, 


wo P und Q irgend zwei Functionen von æ und y sind. 
Immer kann nian das allgemeine Verfahren auf sie anwenden, 
welches, darin besteht, dass man y nach dem Satze von Taylor 
oder Maclaurin entwickelt. Bisweilen gelingt es die Reihe 
zu summiren; oft aber ist sie so complicirt, dass man sie 
nicht auf eine endliche Form zu reduciren vermag. Es fol- 
gen hier einige Beispiele, in welchen dieses Verfahren ohne 
Schsilörigkeit anwendbar ist. 


Es sei 
Hay N) 
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Indem man differentürt, findet man 


— 12 


By O ep 
TE + a GLH Bba = 0, 
&y dèy 
Tes + a Tæ? -H 6b == 0, 
dty d3 i 
Tate == +60 =0, 
d+tmy ash 
datfm Ha mA on e 


Macht man in allen diesen Gleichungen « = 0, so kommt 


dı d2ı d3 


d4 d’ x 
Ta), en ib, PY) = + bare 
(Far y` dèt m y 
TE) = ke), 
daher 
y-nll-caa+ TS 1.2.3 ) 
Mina 5 26 
RE a EEE Ar E 
(Er 13.5 MEL VAA, i 
oder 


6b a? g? a3 æ? 


y= yent r (et Ira T 193)’ 
oder da man yọ — s3 durch eine willkürliche Constante c 
( 


ersetzen kann, 
a? æ? «ad æ? 


—axT 6b ’ EEE 
N er (1-04 Taraa) 


Nachdem das allgemeine Integral bekannt ist, würde man 
die singulären Integrale durch die oben auseinandergesetzte 
Methode erhalten. Es ist aber leicht zu schen, dass im ge- 
genwärtigen Falle keines existirt. 


Es sei ferner «æ sy +y 4+ ae” = 0, während m ganz 


und positiv ist. ; A 
Man erhält durch Differentiation 
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x EI +2 2S2 EF maari = 0, 


dæ? 
v z +3 a TS + m (m — 1) aam? — 0, 
pi n+l 2 
EU m + ee a o 
v? aTa dmt y 
e ga F (m+n) = 0 


wo n grösser als 1 
Macht man z = 0, so werden y und alle Differential- 
coëfficienten Null, indem man voraussetzt dass sie nicht unend- 


y pi dm 
lich werden, mit Ausnahme von TA dessen Werth dann 


d 
m(m—1)...2:1.a.,. A 
a9 a ist; man findet daher y = — 


aa" 
m+1 ` 

Dieses Integral hat keine willkürliche Constante und ist 
folglich nicht das allgemeine Integral. Dieses ist also nicht 
entwickelbar nach den ganzen und positiven Potenzen von «. 
Und in der That, wenn man durch die, Methoden integrirt, 
welche wir sehr bald werden kennen lernen, so findet man als 
allgemeines Integral 


z m-+1 ' 
Die Auflösung, welche wir fanden, ist also ein particulä- 
res, C — 0 entsprechendes Integral. 
Es ist leicht zu sehen, dass es kein singuläres Integral 
giebt. 


Von den Factoren, welche das erste Glied der 
Gleichung unmittelbar integrabel machen, 
Integration der linearen Gleichung. 


18. Wenn das erste Glied der Gleichung Qdy + Pdx—0 
das Differential einer Function von æ und y wäre, so würde 
es nothwendig und hinreichend sein, diese Function gleich einer 
Constante- zu setzen, um der vorgelegten Gleichung zu genü- 
gen. Die Bedingung für diesen Umstand ist, wie wir ge- 
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sehen haben, Ta ~ S 2 . Wenn sie nicht erfüllt ist, und das 
erste Glied der Gleichung, indem man es mit einer Function v 
multiplieirt, zum -Differentiale einer Function « wird, so ist 


die Gleichung äquivalent mit — du = 0, und es wird ihr 


genügt, sowohl indem man du — (0 macht, woraus u = c, 
welches das allgemeine Integral ist mit der willkürlichen 


> 1 ; f 
Constante c, — als auch indem man = O setzt, was eine 
singuläre Auflösung liefert, wenn sie nicht schon in der vori- 
gen steckt. 


So z. B. kann man die Gleichung 


Fa) fu) dy + Pla) y (y) de = 0 
in die Form bringen 
FL 2 GER a| =\0; 


F(a) viy) [ES dy 
und man genügt ihr, indem man F re — ER oder 9 (y) = 0, 
oder endlich 


FW g (2) 

TO ER a 
setzt, wovon das erste Glied ein vollständiges Differential ist, 
da die Variablen getrennt sind. 

19. Man kann beweisen, dass immer ein Factor existirt, 
welcher Qdy +- Pdæ zu einem vollständigen Differentiale 
macht. In der That, es ist bewiesen, dass die vorgelegte Glei- 
chung ein, eine willkürliche Constante c enthaltendes Integral 
hat, welches wir durch F (æ,y,c) — 0 bezeichnen wollen; und 
die Differentialgleichung ist nothwendig erhalten worden durch 
Eliminiren von c zwischen dieser letzten Gleichung und der- 
jenigen, welche man aus ihr durch Differentiiren erhalten hat, 
nachdem man sie zuvor irgendwie transformirt hatte. Wie 
aber auch diese Transformation geschehe, in Nr. 8 ist bewie- 
sen dass man durch Elimination von c immer denselben Werth 
für Sy in æ und y erhält. 

Denken wir uns nun die Gleichung F (e, y, c) in die Form 


gebracht ø (æ, y) = c, woraus Pigs de dy—=0. Da der 
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a dı 4 à 
hieraus gezogene Werth von aa und derjenige, welchen. die 
da 


vorgelegte Gleichung giebt, nach dem eben Gesagten in æ und 
y identisk sein müssen, sọ hat man identisch 


dp 

da P 

BR T ; 
dy 


Addirt man beiderseits o und multiplicirt mit ge , so hat 


man, was m æ, y, dæ, dy seien, die neue Identität 
dọ dy _ /dy 7) dp. 
tz, dy de (g: dy 
Das erste Glied ist die totale Ableitung einer Function ọ 
von æ und ‘y, also ist dasselbe mit dem zweiten der Fall; 
und folglich wird, indem man die vorgelegte Gleichung mit 
1 


Et multiplieirt, ihr erstes Glied ein vollständiges Diffe- 
Q  dy 
do 


s N ne $ } 1 ; 
rential. Man sieht, wie dieser Factor v — Q P mit dem 


r 


ersten Gliede des unter die Form ọ = ¢ gebrachten allge- 
meinen Integrals verbunden ist. 


20. Nachdem die Existenz des Factors v erwiesen ist, 
suchen wir, wie es möglich wird-ihn zu entdecken. 


Die ihn bestimmende Gleichung ist leicht zu bilden, denn 
man soll die Identität haben 

vQ vP dv dv dP dQ 

A g dy’ BEST, R Mine 

Wenn v æ und y zugleich enthalten muss, so ist dies eine 
Gleichung mit partiellen Differentialen, und schwieriger zu inte- 
griren als die vorgelegte. Man muss daher im Allgemeinen 
auf die Bestimmung dieses Factors verzichten. 

Braucht aber v nur eine Variable, æ z. B., zu enthalten, 
so kann man leicht seinen Werth bestimmen. In der That, 
die vorige Gleichung wird dann 

dv dP aQ 
Amr dy dæ 
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oder 


a E) 


Folglich ist es dazu nothwendig, dass die u Coefficienten 


P und Q solche sind, dass der Ausdruck = 5 sE —5$ 


hängig ist von y. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so kann manv unabhängig von 
y annehmen, also setzen, indem ø (x) den vorstehenden Aus- 
druck bezeichnet, 


woraus 


Der Coeffieient e ist willkürlich und fällt überdies von selbst 
weg. | 
Für den hieraus resultirenden Werth von vist v (Pdæ+ Qdy) 
ein vollständiges Differential. Indem man dies integrirt, findet man 


= 


Jods 


En Y 
fp® de + [aay =c. 


zo Yo 

Dies ist das allgemeine Integral von Qdy + Pdæ = 0. Die 
Discussion würde dieselbe sein, wenn der integrirende Factor 
v von æ unabhängig wäre. 


21. Die vorhergehende Rechnung würde sich vereinfachen, 
wenn die Gleichung dy -+ Pde—0 vorgelegt wäre. Es müsste 
aber dann T unabhängig von y sein, es müsste also 

P=Xy+X, 
wo X und X, beliebige Functionen von æ bezeichnen. Neh- 
men wir also die Gleichung an 


E + Kia 0. 
Der integrirende Factor v wird jetzt efxiz, ; durch Multi- 
pliciren mit demselben hat man 


kia dy + Xyest4z dæ + Xı ea dd. 
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Hieraus ergiebt sich 

yelfdz RE a de =(, 
wo C eine willkürliche Constante; daraus folgt 

yes (0 (Kette). 
Dies ist das allgemeine Integral der linearen Gleichung 
erster Ordnung. Die von SXde herrührende willkürliche 
Constante verschwindet von selbst, und die Constante C ist die 
einzige, welche in den Werth von y eingeht. 

Betrachten wir, als sehr einfache Anwendung, die folgende 
Aufgabe, welche den Geometern durch de Beaune, einen 
Freund von Descartes, vorgelegt wurde: 

- Man soll eine solche Curve finden, dass die 
Subtangente zu der Ordinate sich verhält wie eine 
constante Linie zu der Ordinate dieser Curve, wenn 
man diese Ordinate um diejenige einer Gerade ver- 
mindert, die unter einem halben rechten Winkel 
gegen die Axe der x geneigt ist. 

Nimmt man den Anfangspunkt im Durchschnitt dieser 


Gerade mit der Axe der x, so ist deren Gleichung #—y, und 
die gegebene Bedingung wird ausgedrückt durch die Gleichung 


day _Yz® BR Eiaa 
Ta Te HA ‚oder a S E —ız, 


da 
wo a der gegebene Werth der constanten Linie ist. 


Diese lineare Gleichung, nach irgend einer der angegebe- 


nen Verfahrungsarten integrirt, giebt 
x 


y =+ a+ Ce, 
wo C eine willkürliche Constante. 
Nimmt man jetzt zur Axe der «’ die Gerade, deren Glei- 
chung y—= æ + a ist, und behält man die Axe der y als Axe 
der y’ bei, so wird 
Z kA 


A Cet, a = VF’ und folglich y’ = Ce 


ay? 
\ 


Die Curve ist also eine logarithmische, deren Ordinaten 
mit der Axe einen halben rechten Winkel machen. 
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22. Wir haben bewiesen, dass in allen Fällen ein Factor 


existirt, welcher geeignet ist, das erste Glied integrabel zu 
machen. Wir wollen sehen, ob nur einer existirt. 

Es sei v eine erste solche Function, dass v(Qdy + Pda) 
das. Differential einer Function u von æ und y ist. Zunächst 
ist dann evident, dass auch der Factor vø (u) das erste Glied 
integrabel macht: denn, weil v(Qdy + Pda) = du, so hat 
man vp(u)(Qdy + Pde) = p(u) d(u), welches das Differen- 
tial von Sp) du ist. 

Es ‚sei jetzt V irgend eine andere solche Function, dass 


V(Qdy + Pda) =dU, wo U eine Function von x und y 
bezeichnet. Man folgert hieraus die Identität 


y du =d U. 
v 


Da nun das zweite Glied ein vollständiges Differential ist, so 
muss das in æ und y ihm identische erste Glied auch ein 


: ; P De LEE 
solches sein; was nur sein kann, wenn - eine Function von 


u allein ist. Diese letzte Behauptung, welche man gewöhnlich 
als evident hinstellt, muss indessen erwiesen werden. 


Wir wollen also allgemein zeigen, dass wenn u — f (æ, y), 
der Ausdruck F(z, y)du oder F(æ, y) = dæ + 7 dy 


kein vollständiges Differential in Beziehung auf die beiden Va- 
riablen x und y sein kann, wenn man nicht hat 


F (æ, y) = Y (u) = 4 [f (e, y)}, 
wie übrigens auch die Function % sei. 5 


In der That, eliminiren wir y vermöge der Gleichung 
u — f(a,y), so wird F'(a,y) eine Function von u und z, 9(w,2). 
Der Ausdruck, welcher ein vollständiges Differential in Bezie- 
hung auf æ und y war, wird es in Beziehung auf æ und v sein; 
p (u, x) du wird also ein vollständiges Differential einer Func- 
tion von zwei unabhängigen Variablen x und u sein; was ab- 
surd wäre, wenn æ in diesem Ausdrucke bliebe, der nicht dæ 
enthält. Es ist daher nothwendig, dass ø (u, x) kein x ent- 
halte, und folglich, dass F (v, y) eine Function von « oder von 


Fa, y) sei. 
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Kehren wir nun zu unserer Frage zurück, so sehen wir, 
dass wenn ein Factor v dem ersten Gliede die Form des Dif- 
ferentials einer Function u von æ, y giebt, alle Factoren, welche 
diese Eigenschaft besitzen, von der Form vp(w) sind, wo ọ 
eine willkürliche Function bezeichnet. 

Die vorgelegte Gleichung wird also 

du = 0 oder ọ(u)du = 0, 
und aus beiden folgt u — c, während c eine willkürliche Con- 
stante. 

Alle diese Factoren führen somit zu demselben Resultate, 
und sie unterscheiden sich nur durch den Factor @ (u), welcher 
eine Function von «, y ist, sich aber vermöge des Integrals u—c 
auf eine willkürliche Constante reducirt. Man sieht, dass wenn 
zwei verschiedene Factoren bekannt sind, welche das erste 
Glied der Gleichung integrabel machen, man das allgemeine 
Integral erhält, indem man ihr Verhältniss gleich einer will- 
kürlichen Constante setzt. 


Integration der homogenen Gleichungen und der 
linearen Gleichung, durch Trennung der 
Variablen. 


23. Manchmal kann man durch eine Vertauschung der 
Variablen die Integration der gegebenen Gleichung auf Qua- 
draturen zurückführen, indem sich die neuen Variablen in der 
transformirten Gleichung trennen. 

Betrachten wir zuerst eine beliebige homogene Gleichung 

Mda + Ndy = 0, 
d. h. eine solche, worin M und N homogene Functionen der- 
selben Ordnung m von g, y sind. Wie man weiss, ist diejenige 
eine homogene Function mter Ordnung der Variablen z, y, 2..., 
welche sich durch den Factor 9” multiplicirt findet, wenn man 
die Variablen respective in gæ, gy, gz etc. verändert. 

Setzen wir y = ug, also dy = udg + adu. 

Die Functionen M und N werden gleich ©” multiplicirt 
mit Functionen von u: und die durch x” getheilte Gleichung 
nimmt die Form an 
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F(u)de +- f(u) (u de + gdu) = 0 


[F(u) + uf(u)]da + æf(ujdu = 0 


oder 


oder 


d j(u)du 
C OE ET 


und die Variablen sind getrennt. 


Das erste Glied ist zu einem vollständigen Differential ge- 
worden, indem man es zuerst durch <”, dann durch 


æ [F(u) + uf(u)] oder «F (& ) +: ys (2 ) 


getheilt hat. Im Ganzen ist es also durch Mæ + Ny getheilt 
worden. 


Also ist der Factor, welcher das erste Glied unmittelbar 


z 1 REN 
integrabel macht, MEN Wenn va dy bereits ein 


vollständiges Differential wäre, so würden und 1 


Mæ + Ny 5 Ny 
zwei integrirende Factoren sein; ihr Verhältniss wäre daher 
gleich einer Constante, und das allgemeine Integral wäre folg- 


lich Me + Ny =c. 
Mde + Ndy 


24. Da der Ausdruck Mi Ni ein vollständiges Dif- 
ferential ist, so führt die bekannte TE zu der Gleichung 
aM N 
Tr + YTy AA > en 
M R pre: A KOENE. 
Wie also auch die homogene Function M von der mten 
aM dM 
eda PUN 
Ordnung sei, der Ausdruck re ist constant. Man 


kann seinen Werth finden, indem man die besondere Function 
x” nimmt, und man findet m. Daher hat man allgemein 


tr = mM, 


und dies ist das Theorem von den homogenen Functionen. 


é 
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25. Erstes Beispiel. — Es sei 


(az + by) dæ = (mæ + ny) dy. 
Indem man setzt 
y = ug , also dy = udg + adu, 


geht die vorgelegte Gleichung A = -i He über in 


du ` a+bu du a+ (b—m)u — nu? 
ee a a a T ; 
woraus man zieht ’ 
dx m+ nu 


wg + (b—m)u — nu? Je 


Da die Variablen getrennt sind, so kann man beide Glieder in- 
tegriren, was keine Schwierigkeit darbietet. Nachher wird 


y 


man « durch = ersetzen, und man hat dann das allgemeine 


Integral. der vorgelegten Gleichung. 
26. Zweites Beispiel. — Es sei 
ady — yd = da Var Fy. 
Da auch diese Gleichung homogen in Bezug auf x und y 
ist, so setzt man y=u.z= und hat nach gemachter Reduction 


de du 
zdu = de V l4-u?, oder — = —=— . 
ar ’ x Vitu 
Indem man integrirt und durch c eine willkürliche Constante, 
bezeichnet, kommt 


log = = log (u + VItw), 
daher ke ap i 
ec VI -:(2+Vı+2). 
Man zieht hieraus successive 
ar = e (y + V aF), @-ey?=e (+7), 
a? — 2ey p o. 


27. Drittes Beispiel. — Man kann bisweilen durch 
eine einfache Transformation eine Gleichung homogen machen, 
welche es nicht ist. Es sei z. B. 


(ax + by +m) dæ = (pæ + qy + n) dy; 


» 
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um die von x und y unabhängigen Glieder verschwinden zu 
machen, setzen wir 


m—=a to, yay+ß, also de = de, dy=dy', 


und bestimmen « und ß durch die zwei Bedingungen 


ax +bh + m=0, petgaßtn=d0, 


welche ergeben 


nbd — mq ß mp — na 
~ aq — bp’ ~ aq — bp 
Setzen wir zunächst voraus, dass nicht aq — bp = 0 


Die vorgelegte Gleichung findet sich auf folgende zurück- 
geführt: i 
(ax + by’) de = (pa! + qy’) dy’, 

welche homogen ist, und wie oben integrirt wird; zuletzt 
setzt man 2—@, y—ß statt =’ und-y’. Aber diese Trans- 
formation würde unmöglich sein, wenn man hätte aq— bp =Q. 
In diesem Falle wird die vorgelegte Gleichung, indem man 


statt q seinen Werth PP. setzt, 
(ax + by) (ade — pdy) = a (ndy — md x). 
Nun wird man setzen 
ax + by =z, daher yet, 
und die Elimination von y giebt 
(an + pz) dz ; 
BR a ne 
da die Variablen getrennt sind, so ist die Aufgabe auf Qua- 
draturen zurückgeführt. 
In dem allgemeinen Falle kann man die Gleichung auch 
homogen machen durch die Substitutionen 
acetbytm—t, patqytn=u, 
woraus man zieht. Daie 
Ja tl qdt — bdu. J _“du— pdt 
aq — bp aq — bp 
Die vorgelegte Gleichung wird dadurch in die folgende, welche 
homogen ist, Hisako rai.: 


(pu — qi) dt = (au + bt) du. 


28. Nehmen wir zur geometrischen Anwendung eine Auf- 
gabe, welche die Mathematiker bei der Entstehung der Inte- 
Duhamel, Diff.- u. Int.-Rechnung. TI. - 3 
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gralrechnung viel beschäftigt hat, und welche sie das Pro- 
blem der Trajectorien nannten. Es handelt sich darum, 
eine Curve zu finden, welche unter einem gegebenen Winkel 
alle in einer gegebenen Gleichung 

(1) Eia y a)=0 

enthaltenen schneidet, worin der Parameter a alle möglichen 
Werthe annehmen kann. 

Bezeichnet man durch m die Tangente des gegebenen 
Winkels, durch æ’, y’ die Coordinaten irgend eines Punktes 
des gesuchten Ortes, und durch œ den Winkel, welchen die 
Tangente der gegebenen Curve mit der Axe der æ bildet, so 
soll man haben 


a — tang 
14% tang « 


Nun giebt die Gleichung (1) 
dF 
dæ 
dF ’ 
Ay 
die Gleichung (2) wird daher 

dF dF d dFd dF 
„(Fr dy de yA dy' zi da’ 
und da man zu gleicher Zeit hat 

Fe, 

so erhält man, wenn man zwischen dieser Gleichung und (3) 
a eliminirt, eine Gleichung zwischen den Coordinaten irgend 
eines Punktes des Ortes. 

Untersuchen wir im Besonderen den Fall, wo die Glei- 
chung (1) von der Form ist 
(4) Y aa, 
so hat man 

As le RR. A 
da = — pae , dy wy A 

und die Gleichung (3) wird 


m (ny + apar! aL) — nym? cy + apae1—=0, 


tanga = — 


(3) 
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und durch Eliminiren von a zwischen dieser und der ersten 
Gleichung erhält man 
; di d f 
(5) m (na + 'py L) — ng z + py=0, 


\ 


eine homogene Gleichung, welche man ohne Schwierigkeit in- 
tegriren wird. 
1. Nehmen wir z. B. n = p = 1., so wird die Glei- 
chung (4) 
ya, 

und stellt alle durch den Anfangspunkt gehenden Geraden dar. 
Die Gleichung (5) wird 

m (zde + ydy) — zdy + yde = 0. 
Man erkennt hier, dass das erste Glied ein vollständiges Dif- 
ferential wird, indem man es durch æ? + y? theilt. Man er- 
hält aiso, integrirend, 

Fi l (#24?) — arc tang 2 ee 
Geht man auf Polarcoordinaten über, indem man setz! 

ee reon hs Yrant, 


so findet man 


mlr = 04+, 


daher 
E c 
re" > 
£ 
oder, indem man e” — ce’ macht, 
0 
r = c' em. 


Man erhält also unendlich viele ähnliche logarithmische Spira- 
len, welche denselben Asymptotenpunkt haben. 

2. Setzen wir m = æ voraus, welches orthogonale Tra- 
jectorien liefert, so redueirt sich die Gleichung (5) auf 


na py al Ag 


woraus man zieht > 
næ? + py? = c. 
Je nachdem n und p gleiche oder verschiedene Zeichen 
haben, liefert diese Gleichung unendlich viele ähnliche Ellipsen 
3% 
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oder Hyperbeln, und diese sind die einzigen Curven mit der Ei- 
genschaft, unter einem rechten Winkel alle in der Gleichung 
yY? = aa 

steckenden Parabeln oder Hyperheln zu ine; 

Wenn jetzt n—p=1, so hat die Trajectorie zur Gleichung 

Hype, 

ist also ein beliebiger Kreis, welcher zum Mittelpunkte den 
Durchschnittspunkt der durch die gesehene Gleichung 


y = A) 
dargestellten Geraden .hat. 
Wenn n = — p = 1, so haben die gegebenen Curven 
zur Gleichung y £, sind also alle gleichseitigen Hyper- 


beln, welche zu Asymptoten die Coordinatenaxen haben. Die 
Trajectorien haben zur allgemeinen Gleichung æ? — y? — c, 
und sind alle gleichseitigen Hyperbeln, welche zu Asymptoten 


die Halbirungslinien der Winkel der Asymptoten der ersten 
haben. 


29. Lineare Gleichung. — Man kann durch eine 
Vertauschung der Variablen auch die lineare Gleichung der 
ersten Ordnung 


dy + Xyde + da = 0 
integriren. Es sei y — uz; u und z sind unbestimmte Func- 
tionen von æ. Man hat dy — udz + zdu, und substituirend 
udz + zdu + Xuzrde+ X% dæ = 0. 


Zunächst kann man wu durch die Bedingung bestimmen 
du + Xudx —= 0, und es resultirt hieraus udz + X, dæ — 0. 
In der vorletzten trennen sich die Variablen, indem man 


durch v theilt, was u + Xde = 0 giebt. 


Integrirend, kommt logu + "A Xdæ = 0, da die willkür- 
liche Constante in dem unbestimmten Integral enthalten ist. 


À i —/Adz k 5 
Man zieht hieraus u = e ie? in der Gleichung 


’ 


udz + Xıdz — 0 substituirend, kommt 
Era + Xıde=(, daher z = — fX; Se dæ+ C, 


wo die willkürliche Constante C sich auf das neue Integral 
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bezieht, das man von einer beliebigen Grenze an nehmen kann. 
Man erhält also 


= Be — f X, arae dæ) À 
Die willkürliche Constante von Y Xdx verschwindet von 
selbst aus diesem Ausdruck, und es bleibt nur eine darin, wie 
es sein muss. Man hat so das schon durch eine andere Me- 
thode erhaltene Integral wieder. 

30. Die Bernoulli’sche Gleichung. — Auf die lineare 
Gleichung kann man die folgende, welche zuerst von Jacob 
Bernoulli behandelt wurde, zurückführen: 

dy + Xyda = Xıyt! da . 


Wenn man setzt 
1 


— 1 — l — 1 


Ee daher PERG und dy = — 


so findet man durch Substitution in der vorgelegten und Re- 


duction 
dz — nXzda+nXde=0, t 


cine lineare Gleichung, deren Integral nach der vorigen For- 
mel ist 


nf Xdzs n z 1 
BER pi RENAS = 


Der Werth von y findet sich hieraus unmittelbar., 


Man kann zu demselben Resultate gelangen durch eine 
andere, schon für die lineare Gleichung angewandte Trans- 
formation. 


Es sei y = uz; die vorgelegte Gleichung wird 
udz + zdu + Xuzda = Xurtiortide, 
und lässt sich in die zwei folgenden zerlegen 
dz + Xzd2e—=0, du = Xurtlarde; 


woraus man zieht 


z = la hu. 3 PER fx I 4 c) : 


x Kai) 
worin das Integral /Xdæ unbestimmt ist. Man folgert daraus 


= = — Wehe (fx eg 4 c) . 


zo 
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Die durch f Xda eingeführte Constante verschwindet of- 
fenbar, so dass man dieses Integral von irgend eimem Werthe 
an nehmen kann; y enthält also nur die einzige Constante © 

Man kann manchmal das allgemeine Integral einer Grlei- 
chung erster Ordnung, von welcher man ein particuläces Inte- 
gral kennt, erhalten durch eine sehr einfache, von Euler an- 
gewandte Transformation. 

Es sei z. B. 

dy + Xyda = Ay?dı + Ayde. 

Diese Gleichung hat mehr als die vorhergehende das Glied 
X, dæ, aber der Exponent n- 1 hat den besonderen Werth 2. 
Nehmen wir an, dass z eine Function von æ sei, welche dieser 
Gleichung genügt, ohne eine willkürliche Constante zu enthal- 
ten; und setzen wir y = 2 -+ u, wo u eine unbekannte Func- 
tion von z.ist. Indem man Rücksicht nimmt auf die nach der 
Voraussetzung stattfindende Gleichung 

dz + Xzda = X,22da + A,de, 
bleibt 

du + (X — 2z X) ude = A,u?da. 

Da diese Gleichung in der zuletzt integrirten enthalten 
ist, so kann man aus ihr den Werth von u mit einer willkür- 
lichen Constante finden, und man kennt dann den allgemeinen 
Werth von y. 

Hätte man nicht n + 1— 2, so würde dieselbe Substi- 
tution wieder X, dæ verschwinden machen, aber sie würde neue 
Potenzen von y einführen, welche die Integration der trans- 
tormirten nicht mehr erlauben würden. 


Gleichungen der ersten Ordnung, in welchen die 
Ableitung in einem höheren als dem ersten 
Grade vorkommt. 


31. Wenn die Gleichung S in höheren Potenzen als 
Hi 


der ersten enthält, und man sie in Bezug auf diese Grösse 
auflösen kann, so erhält man dadurch mehrere Gleichungen von 
der Form Pde + Qdy — 0, welche man zu integriren suchen 
wird. Es seien ọ (x, y, c) = 0, pı (æ, y, c¢) = etc. diese 
verschiedenen Integrale, in welchen c eine willkürliche Con- 
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stante bezeichnet, so werden allè Auflösungen der vorgelegten 
Gleichung in der folgenden enthalten sein: 

02, 4,0). Hi YO) el 
Offenbar kann man, der Allgemeinheit unbeschadet, die Con- 
stante e im den verschiedenen Factoren als dieselbe betrachten. 


Es sei z. B. 
dy\? l 
(3) — a? — 0, daher e =+ 4; 
Y ¢ di 
man hat die beiden Integrale 
y=aec-+e, y=—ır te, 
und das vollständige Integral ist 
(y — aæ — t) (y+ ax — e)=0, 
oder, was einfacher ist, ohne weniger allgemein zu sein, 
(y-az — c) (yax — c)—=0, oder (y—c)? -—- 2a? — 0. 
32. Wenn die Gleichung nicht aufgelöst werden kann in 


„di ; ; 
Bezug auf Er aber in Bezug auf y oder x, so hat man eine 
[AA à 


der beiden allgemeinen Formen zu betrachten: 

y=F@,p, 2=F(wp); 
wo p das Differentialverhältniss a bezeichnet. < In diesen 
beiden Fällen führt die Differentiation zu einer Gleichung der 
ersten Ordnung` zwischen zwei Variablen p und æ, oder p und 
y.» Kann man cin erstes Integral derselben finden, welches 
mit dem vorgelegten nicht Re so wird man p zwi- 
schen ihm und der vorgelegten Gleichung eliminiren, und man 
hat dann das gesuchte allgemeine Integral. 

Enthält das zweite Glied nur die Variable p, ist also 


(a) y = F(p); oder (b) «=F(p, 
so erhält man im ersten Falle durch theilweises Integriren von 
de = dy : 

p 
(e) pea ae i [2% AE 
und im zweiten Falle durch theilweises Integriren von dy = p d æ: 
(d) y= p Fp) — [F (pdp + Gi 


Das allgemeine Integral ergiebt sich darn, durch Elimination 
von p zwischen (a) und (c), oder resp. (b) und (d): 
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33. Wenn die Gleichung die Form hat 
| y = F (P) +S)» 
so giebt die Differentiation 
pde = F (pjd + e F'(p)dp + f'(p)dp . 
Diese Gleichung von der zweiten Ordnung hat zwei Integrale 
von der ersten Ordnung: das eine fällt mit der vorgelegten, 
um eine Constante vermehrten Gleichung zusammen; das an- 
dere erhält man durch einfache Quadraturen, indem man be- 
merkt, dass diese Gleichung linear ist in Beziehung auf x und 
dæ. Indem man p zwischen diesem Integrale und der gege- 
benen Gleichung eliminirt, erhält man das allgemeine Integral, 
und aus diesem wird man die singulären Integrale nach der 
früher auseinandergesetzten Theorie finden. 
34. In dem besonderen Falle, wo F(p) =p, hat man 
y=p«-+/(p; 
differentiirend, kommt 
0 = [z +F (p)] dp, 
welcher Gleichung man auf zwei Arten genügt. 
Wenn man dp = 0 setzt, so folgt p = c, und indem 
man p eliminirt, hat man als I Rep Integral 
y = c2 + f (0) . 
Wenn man æ + f’ (p) = 0 setzt, und p zwischen dieser und 
der vorgelegten Gleichung eliminirt, so erhält man das singu- 
läre Integral; denn der aus der letzten Gleichung gezogene 
Werth von p ist eine Function von æ, und die Elimination 
führt zu demselben Resultate, wie wenn man diese Function 
von æ statt c in das allgemeine Integral setzt: die Auflösung, 
welche man erhält, resultirt also nicht aus einem besonderen 
der Constante beigelegten Werthe. 
Man sieht übrigens, dass p eliminiren zwischen &+//(p)—0 
und y = pæ + f(p) dasselbe ist, als wenn man c eliminirt 
zwischen 


+ ff )=Oundy=ca-+f(e); 
und da æ + f” (c) die Ableitung von cw +- f(e) nach c ist, so 
gelangt: man ın der That zu ler singulären Auflösung der 
Gieling. deren allgemeines Integral y = ex àp Fe) ist. 
35. Wir wollen das Vertöhren, welches wir kennen ge- 
lernt haben, anwenden zur Lösung einiger geometrischen Auf- 


“ gaben. 
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Mam soll eine solche Curve finden, dass das 
Product der von zwei festen Punkten auf eine be- 
liebige Tangente gefällten Senkrechten constant ist. 

Bezeichnen wir durch 2c die Entfernung dieser beiden 
Punkte, und durch b? das Product der Senkrechten ; nehmen 
wir zum Ursprung die Mitte zwischen den zwei gegebenen 
Punkten, und zur Axe der x die Gerade, welche sie verbin- 
det. Die gegebene Bedingung führt unmittelbar zu der Gleichung 

ee N E 
ip? T 
worin das obere Zeichen dem Falle entspricht, wo die beiden 
Punkte auf derselben Seite der Tangente liegen, und das un- 
tere Zeichen demjenigen, wo sie auf verschiedenen Seiten lie- 
gen. Man zieht aus dieser Gleichung 
(1) = y= pe + V (eb) pEb ; 
was ein besonderer Fall der Gleichung y—= pæ + f (p) ist. 
Indem man den allgemein angezeigten Gang befolgt, findet 
man differentiirend 
©) ip [e + La ]|=0: 
Vet p Eo 

setzt man nun dp = 0, woraus p = «, während « eine will- 
kürliche Constante; eliminirt man darauf p zwischen dieser 
letzten Gleichung und der (1), so hat man das allgemeine In- 
tegral i 

y = aa + V (etb) aætb, 
welches unendlich viele Geraden darstellt, die Tangenten sind 
an der Curve von der Gleichung 
(3) (2+0) y? E ba? = F (et); 
woraus man schon schliessen kann, dass diese Curve die sin- 
guläre Auflösung ist, weil sie die Enveloppe der particulären 
Integrale bildet. 

In dem Falle, wo man die oberen Zeichen nimmt, ist sie 
nichts Anderes als eine Ellipse, deren Brennpunkte die zwei 
gegebenen Punkte sind, und deren kleine Axe gleich 2% ist. 
Nimmt man die unteren Zeichen, so sind, da die beiden Punkte 
auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, die Perpendikel 
respective kleiner als die Segmente der mit 2c gleichen Ge- 
rade, woraus ce > b folgt. Die Curve ist daher jetzt eine Hy- - 
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'perbel, welche zu Brennpunkten die zwei gegebenen Punkte, 
und zur imaginären Axe 2b hat. 

Der zweite Factor der Gleichung (2) muss auch die sin- 
guläre Auflösung geben, wie dies allgemein bewiesen wurde. 
Indem man ihn gleich Null setzt, hat man 
(4) BE 6 

V (e2? + b?) p? + b2 
Eliminirt man p zwischen (1) und (4), so findet man wieder 
die Gleichung (3), wie es sein muss. 

In dieser Aufgabe wird die Curve, welche man bestimmen 
wollte, nicht durch das allgemeine Integral, sondern durch die 
singuläre Auflösung gegeben; welches: zeigt, dass man diese 
letzte immer mit derselben Sorgfalt wie das erste suchen muss. 


"36. Man giebt zwei Parallelen und auf jeder 
von ihnen einen festen Punkt, und man verlangt die 
Gleichung der Curve, welche so ist, dass wenn man 
irgend eine Tangente an sie zieht, die Segmente, 
welche auf jeder Parallelen zwischen dem festen 
Punkte und dem Durchschnitt mit der Tangente 
liegen, ein constantes Product b? geben. 

Es sei 2a die Entfernung der beiden festen Punkte; neh- 
men wir den Ursprung in ihrer Mitte, die Axe der w in ihrer 
Richtung, und die Axe der y parallel mit den zwei gegebenen 
Linien. 

Die gegebene Bedingung liefert die Gleichung 

(y — pa)? — ap = t b. 
Das Zeichen + des zweiten Gliedes bezieht sich auf den Fall, 
wo die beiden Segmente auf derselben Seite der Axe der æ 
liegen, und das Zeichen — auf den Fall, wo sie auf verschie- 
denen Seiten liegen. 

Man zieht aus dieser Gleichung 

y=p«e+Vap+b, 
daher, differentürend, i 
Ap (« Pa AA, ) = 0. 
da Vap b? 
Das allgemeine Integral erhält man, indem man setzt 


dp 
a e woraus p = 4 , 
dæ 
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während « eine willkürliche Constante, und indem man «œ in 
der Differentialgleichung der Curve demp substituirt; dies giebt 
y = az + Veatb. 
Man erhält die singuläre Auflösung, wenn man p zwischen der 
Differentialgleichung der Curve und der folgenden 
a a? p N ; 
Vap I? 
eliminirt. Diese Rechnung führt zu der Gleichung 
ey tt —=Ht ub?, 
welche eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem man die obe- 
ren oder unteren Zeichen nimmt, bezogen auf ein System con- 
jugirter Durchmesser, darstellt. 
Das allgemeine: Integral repräsentirt alle Tangenten an 
der einen oder anderen dieser zwei Curven. 


v 


r 
37. Stellen wir uns noch die Aufgabe, die Curve zu 
bestimmen, welche so ist, dass -der Theil einer jeden 
ihrer Tangenten, welcher zwischen zwei rechtwink- 
ligen Geraden liegt, gleich einer gegebenen Länge 
a wird. x 
Nimmt man die beiden eawn Geraden zu Coor- 
dinatenaxen, so wird man zu der Gleichung geführt 


ap 
Ip 


wo die Wurzel das doppelte Zeichen implicirt. Man findet, 
differentiirend, 


a Ta 


2 Er ö 


Das allgemeine Integral ist, wenn c eine willkürliche Uonstante, 
ac 


EEE E 


die singuläre Auflösung erhält man, indem man p zwischen der 


Differentialgleichung der Curve und der folgenden . 
€ 
a 0... 
(1-+ pP 


eliminirt. Man zieht hieraus zunächst 


a+ =- (4) 
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welches, eingesetzt in die erste, giebt 
.0’8 2 
y—=ypa (8 — a3); 
entnimmt man hieraus den Werth von p und substituirt ihn in 
SEN 
der vorigen, so gelangt man zu der Gleichung 


deren Discussion sehr leicht ist. 
Wir wollen jetzt beweisen, dass diese Curve keine andere 
ist als die Epicycloide , welche durch einen Punkt eines Krei- 
ses vom Radius = erzeugt wird, der auf der inneren Seite 
eines Kreises vom Radius « rollt. 
In der That, es sei OB irgend ein Radius des Kreises 
vom Halbmesser a; beschreiben wir-einen Kreis, welcher zum 
Durchmesser B C, die Hälfte 
von OB, hat, und nehmen 
wir den Bogen BM gleich 
dem Bogen BA; der Punkt 
M gehört dann der in Rede 
stehenden Epieycloide an, 
und es handelt sich darum, 
zu zeigen, dass derjenige 
Theil ihrer Tangente in dem 
beliebigen Punkte M, wel- 

‚cher in dem rechten Win- 
kel YOX liegt, gleich 
a ist. 

Die Normale dieser Curve ist BM, also die Tangente M C, 
und man hat zu zeigen, dass LN ='a. 

Bemerken wir hierzu, dass, nach der Theorie der Winkel- 
messung und der Bedingung AB = BM, der Winkel BCM 
das Doppelte ist von NOC, und folglich NOC = CNO, 
woraus CN = QQ. ; 

Da BCM=2NOC, so it LCB = 2 LOC, und folg- 
lich LOC = OLC; daher LC = OC, und somit LN = a: 
was zu beweisen war, 


Fig. 1. 


Totale Differentialgleichungen. 


38. Die erste Aufgabe, welche wir in der Integralrech- 
nung behandelt haben, hatte zum Gegenstand eine Function 
von nur einer Variable zu ‚finden, wenn man den Ausdruck 
ihres Differentials durch diese Variable allein kennt. Wir haben 
darauf die Functionen mehrerer unabhängigen Variablen be- 
trachtet, und uns die Aufgabe gestellt, sie zu bestimmen, wenn 
man ihr totales Differential oder ihre sämmtlichen partiellen 
Ableitungen der ersten Ordnung, in die unabhängigen Variab- 
len allein ausgedrückt, kennt. Indem wir nachher auf das 
erste Problem zurückkamen, haben wir es auf den Fall aus- 
gedehnt, wo das nach der einzigen unabhängigen Variable 
genommene Differential: in seinem Ausdrucke die Function 
selbst vermischt mit der unabhängigen Variable enthält: was 
die Integration der Differentialgleichungen mit zwei Variablen 
constituirt. Wir wollen jetzt in derselben Weise das zweite 
Problem ausdehnen, also voraussetzen dass das totale Differen- . 
tial der unbekannten Function mehrerer unabhängigen Variab- 
len die Function vermischt mit diesen Variablen enthält. Die 
Gleichungen, welche dem Differential der gesuchten Function 
einen solchen Ausdruck geben, werden totale Differential- 
gleichungen genannt. _Wir beschränken uns auf diejenigen, 
welche drei Variablen enthalten. 

Ihre allgemeinste Form ist- 


(1) Pde + Qdy + Rdz = 0, oder d=- $ dy — Ž dz; 


æ wird als Function der unäbhängigen Variablen y, 2 be- 
trachtet, und das totale Differential von æ enthält zugleich 
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diese Function und die unabhängigen Variablen, indem P, Q, R 
beliebige Functionen von x, y, z sind. 
Wenn man den Werth von æ in y und z kennte, und ihn 


in diesen drei Functionen substituirte, so würden — g und 


E 
Br - ; 
ac identisch die partiellen Ableitungen von x nach y und z 
werden. Wenn man daher zunächst die allgemeinste Function 
von y sucht, welche der Bedingung genügt, dass ihre Ableitung 


nach y, — 5 ist, während z als eine Constante betrachtet wird, 


Q 
P 
so wird der gesuchte Werth von æ in demjenigen enthalten 
sein, welchen man so bestimmt hat; und es wird nur noch 
übrig bleiben, ihn der zweiten Bedingung zu unterwerfen. 
y 3 3 d € 
Man muss also zunächst die Gleichung se = — g inte- 
griren, oder l 
Pdz + Qdy = 0, 
worin z eine Constante ist. Mit diesem Problem haben wir uns 
im Vorhergehenden beschäftigt; und wenn man es sich aufgelöst 
‚denkt, so hat man eine Gleichung U — 0 zwischen %, y, z, C. 
Dabei bezeichnet C eine willkürliche Grösse, welche unabhängig 
ist von x, y, aber z auf irgend eine „Weise enthalten kann; 
und es handelt sich nun darum, wenn es möglich ist, C so zu 
bestimmen, dass die partielle Ableitung von æ nach z, iden- 
N Tox. 3 a j 
tisch — P ist, wenigstens wenn man für w seinen aus U = 0 
gezogenen Werth substituirt hat. 
Indem man die Gleichung U = 0 differentürt und y als 

constant behandelt, kommt 

dU dU fdg dU dC 

W AU (de) | 0de o, 

dz dæ \dz dC dz 


RR dæ 
und substituirt man nun — den Werth — den es haben 


dz P? 
soll, so sieht man, dass es nothwendig und hinreichend sein 
wird, der Gleichung 

s dU POU- dUdl 
(2) FESTER Free. : "Ve 


zu genügen, worin man sich æ durch seinen Werth ersetzt denkt. 


0 
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Da aber C kein y enthalten darf, so ist es nothwendig, 
dass die Substitution von æ in dieser Gleichung y daräus ver- 
schwinden mache. Wenn dies nicht stattfindet, so ist das Pro- 
blem unmöglich; und wenn es stattfindet, so hat man eine 
Differentialgleichung der ersten Ordnung zwischen C und z. 
Ihr allgemeines Integral enthält eine willkürliche Constante; 
und indem man den Werth von C, welchen man daraus ab- 
leitet, in der Gleichung U — 0 substituirt, erhält man diejenige 
Gleichung, welche æ so bestimmt, dass den gegebenen Bedin- 
gungen genügt wird. 

Wie man sieht, ist die Aufgabe nicht immer einer Auflö- 
sung fähig; und wenn sie eine solche hat, so wird das Inte- 
gral gegeben durch eine Gleichung zwischen x, y, z, welche 
eine willkürliche Constante enthält, und welche man findet 
durch die Integration zweier Gleichungen erster Ordnung mit 
zwei Variablen. 


39. Hieraus folgt, dass wenn die vorgelegte Aufgabe 
möglich ist, die Differentialgleichung resultirt aus der Elimina- | 
tion einer willkürlichen , Constante zwischen einer Gleichung 
mit ‘drei Variablen und ihrem gleich Null gesetzten totalen 
Differential; und diese Betrachtung wird uns sogleich zu einem 
wichtigen Satze führen. 

Es sei V — C das Integral der Gleichung (1), aufgelöst 
in Bezug auf die willkürliche Constante C“. Indem man diffe- 
rentürt, eliminirt man C’, und das Resultat muss identisch das- 
selbe sein, wie wenn man die Elimination anders ausführt. 


Die Gleichung 
(8) ar s+ du en 


muss also identisch sein mit der Gleichung (1), wenn man die 
Coöfficienten eines und desselben Differentials, z.B. die von d #, 


beiderseits gleich gemacht hat. 
l dV 


Multiplicirt man daher die Gleichung (1) mit Ts, so wird 


sie identisch mit (3), und folglich wird ihr erstes Glied das 
vollständige Differential einer Function V von drei unabhän- 
gigen Variablen x, y, 2. Woraus man die Folgerung zieht, 
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dass wenn die Aufgabe eine Auflösung zulässt, das 
erste Glied der gegebenenGleichung ein vollständiges 
Differential wird durch Multiplication mit einer ge- 
wissen Function der drei Variablen. 

Es sei u ein solcher Factor dass u P dæ + uQdy + uRdz 
ein vollständiges Differential ist, so hat man die drei Bedin- 


 —n mm e >55 —DB— 0 _--[ —— nm — 


dyn oem er I z dy ’ 
oder, indem man entwickelt 
Be 
ee re 
ton tr 


Multiplieirt man die erste mit R, die zweite mit — Q, die 
dritte mit P, addirt, und lässt den Factor u wegs, so erhält 
man die identische Bedingungsgleichung 

dQ dR dR :dP Piva 
a Pnr a eE E o. 
Es ist daher IR, die Lösung der Pe zu versuchen, 
wenn diese leicht zu verificirende Identität nicht stattfindet. 

Uingekehrt lässt die Aufgabe, wenn sie stattfindet, im- 
mer eine Lösung zu; denn wir werden beweisen, dass in die- 
sem Falle das erste Glied der Gleichung (2) unabhängig von 
y wird, wenn man æ daraus eliminirt. 

, Zu grösserer Einfachheit nehmen wir an, dass die Glei- 
chung U = 0 in Bezug auf die Constante © aufgelöst und 
durch U = C ersetzt sei, was an den Bediggungen Nichts 
ändert. Die Gleichung (2) geht jetzt in folgende über.: 

dU 


dU da dC 
dz 2 Bender PN 
und es ist immer nothwendig, dass die Substitution von æ, y 
aus ihr. verschwinden mache. 
Es sei v der Factor, welcher Pdx + Qdy zu einem voll- 
ständigen Differential macht, so hat man 


vPda + vQdy = dU 
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und 


Die Grösse, welche y nicht mehr enthalten darf, ist | 
dU 
dU de 


dU 
1287 oder I, TIR, 


und man braucht nur auszudrücken, dass ihre Ableitung nach 
y Null ist, indem man x als eine Function von y betrachtet, 


deren partielle Ableitung nach y, — g ist. Man erhält so 
dU LU QR (G dR 2) - R(T de E, 
dzdy  dzdæ' P "\dy da'P da’ PI p. 
Multiplicirt man mit P, und beachtet dass en = vQ und 
ae — v P, so werden die beiden ersten Terme 
d.vQ d.v P 
E de Q das: 
oder, indem man entwickelt, 
p 48 
»(P de i eZ = 
und statt des vierten Terms AR (ni — —Q =) kann man 


d R : 
setzen Rv E —- A die vorhergehende Bedingung wird 


daher mit Weglassung des po e Factors v 


AEEA E E. 


welche Gleichung sich- von (4) at ER var Re ist 
diese schon als nothwendig erwiesene Gleichung zu gleicher 
Zeit hinreichend, damit die vorgelegte En eine Lösung 
zulässt. 

Man würde in einer ähnlichen Weise RN wenn die 
Anzahl der Variablen grösser wäre. 


Duhamel, Dif.- und Int.-Rechnung. 4 
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Von den linearen Gleichungen einer beliebigen 
Ordnung. 


40. Man nennt so diejenigen, in welchen die gesuchte 
Function und ihre Ableitungen bis zur mten Ordnung nur mit 
dem ersten Grade vorkommen, und sich nicht unter einander 
multipliciren. Ihre allgemeine Form ist 


ware er AN; pet 
a) ta et ae De V, 


während A,..., U, V beliebige Functionen von x sind. Diese 
Gleichungen besitzen eine bemerkenswerthe Eigenschaft, wenn 
das zweite Glied V fehlt, die darin besteht, dass die Summe 
mehrerer Auflösungen wieder eine Auflösung derselben Glei- 


chung bildet. 
In der That, es sei die Gleichung 


} er Ly E 4 3. 
(2) m —+A es >4+...+1 L4 Uy =0. 


Wenn yı, yə etc. Functionen sind, welche dieser Gleichung ge- 
nügen, so hat man 


www.rcin.org.pl 


u}, -I e 


dm yı r dyı ee: 
dam HaT u EN arer Meran 


dm d”! yz 


dm Yz T 
dam TA darmi 2 


4 U Y = 0, etc. 


Addirt man diese Gleichungen, so hat man das nämliche 
Resultat, wie wenn man yı + ya +... — Ym statt y in (2) 
setzt. Also bildet die Summe irgend einer Anzahl 
Functionen,von x, welche der Gleichung (2) genügen, 
wieder eine Auflösung dieser Gleichung; und folg- 
lich ist, weni man m particuläre Integrale kennt, 
deres jedes eine willkürliche Constante enthält, ihre 
Summe das allgemeine Integral. 


Man bemerkt ausserdem, dass wenn ein Werth von y be- 
kannt ist, man ihn mit einer willkürlichen Constante multipli- 
ciren kann, ohne dass er zu genügen aufhört; so dass wenn 
die m Functionen y1; Y2,- -+s Ym der Gleichung (2) genügen, 
ihr allgemeines Integral sein wird 


y ah + &%y-+::--+ Cm Um» 


wenn ĉi; C, ++, €m Willkürliche Uonstanten bezeichnen und 

man dieselben so bestimmen kann, dass für irgend einen 
i % di a 

Werth von æ die Grössen y, Fr ee, Ta sämmtlich belie- 


bige Werthe annehmen. 


41. Wenn man die Gleichung (1) integriren soll, so fange 
man mit der Integration von (2) an, welche leichter ist. Kann 
man diese vollständig erreichen, so werden wir zeigen, wie man 
daraus das allgemeine Integral von (1) ableiten kann. 


Es sei 
y = a y -L C2 Ya -L ... + Cm Ym 


das allgemeine Integral der Gleichung (2), wenn man c1 ,693...,C 

als willkürliche Constanten betrachtet. Es ist evident, dass 

man auf unendlich viele Arten diesen Constanten solche Func- 

tionen von x substituiren kann, dass man das allgemeine Inte- 

gral der Gleichung (1) erhält; und wir werden sehen, dass 
4? 
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eine Bestimmung derselben möglich ist, welche nur einfache 
(Quadraturen erfordert. 
Indem man den vorstehenden Ausdruck differentiürt, er- 
hält man 


dy=ca dy + dp +... Cm dym + yı da Hyades +... + Yym dem: 


Man kann nun & , €, +. », Cm der Bedingung unterwerfen 


ydıat Yo deo +... F Ym den = 0, 


und es resultirt hieraus 
dy = c dy + & dyz +:..—+ cn dym- 


Diesen neuen Ausdruck kann man differentiiren, und wie- 
der die Gesammtheit der Glieder, welche die Differentiale 
dei, de,..., dëm enthalten, gleich Null setzen; und so 
kann man fortfahren bis zu d”-1y inclusive: auf diese Weise 
erhält man m — 1 Gleichungen zwischen den Differentialen 
de, de, ..., de„ und bekannten Functionen. Indem man “ 
nun in der Gleichung (1) die Werthe von y, dy,.. , d™ y sub- 
stituirt, erhält man eine mte Gleichung, welche, in ee indung 
mit jenen m—1 Gleichungen, die Unbekannten cı , C2,» - -, Cm 
vollständig bestimmt. 


Diese m Gleichungen sind 


yı de, + yz de, +. -+F Ym dose 0, 
u de, ib a dca na yi fin din = 0, 


dm— ER de, u dm=2 yy dcg Se oh EN day ze 0%; 
ariydao + driydo +... + d"y„den = Vda” ; 


und sie können gleichzeitig stattfinden, wenn man von dem all- 
gemeinen Integrale der Gleichung (2) ausgegangen ist. Denn 
die Coäfficienten von de, ,..., dem sind genau die Coöfficienten 
Von icis aishi Cm in den Ausdrücken für y, dy,..., deiy, 
wenn y das allgemeine Integral der Gleichung (2) bezeichnet, 
und man kann, für irgend einen Werth von æ, den Gleichungen, 
welche man erhält indem man diese Ausdrücke beliebigen Grössen 
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gleichsetzt, genügen und daraus endliche Werthe für cı ,..., Cm 
ziehen. Also enthält auch das System der Gleichungen, in 
welche dc, ,..., dem in derselben Weise wie cı ,..., c„ in jene 
Gleichungen eingehen, keine Unverträglichkeit. Es wird für 
diese Unbekannten Werthe liefern von der Form 


Ael ee RUE N Dane Ana, 


woraus 


a =f A da+ 0, yS da Emi Cm AR, dat än, 


und 


(8) y = y (m + S X da)+ y (a +f Xda) 
+ Ym (Em ES Xn dæ). 


Dies ist das allgemeine Integral, weil es m willkürliche 
Constanten enthält. 


42. Wenn man nicht m particuläre Integrale der Glei- 
chung (2) kennt, so reducirt sich die Aufgabe nicht unmittelbar 
auf Quadraturen. 

Nehmen wir z.B. an, dass man m — 1 particuläre Integrale 
derselben kennt, so kann man nicht mehr als m — 2 Bedin- 
gungen zwischen den m — 1 Grössen cı , C2,..-, Cm aufstellen. 
Der Ausdruck von d™!y wird dann dc; ,..., de„-.ı enthalten; 
und d™ y wird d? cı ,..., d? Cm enthalten. Die Substitution in der 
Gleichung (1) wird ea immer ĉj, Ca s4=++5 Cm—ı Verschwinden 
machen, Un ihre ersten und zweiten Diierenunde werden darin 
eingehen; und da die m— 2 aufgestellten Gleichungen zwischen 
dei, deyy..., de„ı diese Differentiale als Functionen von de, 
bestimmen, so erhält man eine lineare Gleichung der zweiten 
Ordnung, welche de, d2c, , aber nicht c enthalten wird. Man 
bringt dieselbe auf die erste Ordnung herab, ohne dass sie 
aufhört linear zu sein, indem man Sa — 3 setzt. Sie kann 
immer vollständig integrirt werden, und es gehen auf diese 
Weise zwei willkürliche Constanten ein. Einfache Quadraturen 
werden nachher die m — 2 anderen Grössen Cz, Cy 3..., Cm—ı CY- 
geben, wobei m— 2 neue willkürliche Constanten eingehen, so 
dass der. Werth von y 
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y = â yı + 63 Yı 4 ... + C m—1 Y m—ı 
m willkürliche Constanten enthalten, und folglich das allgemeine 
Integral der Gleichung (1) sein wird. 


43. Wenn man nur m— 2 Integrale der Gleichung (2) 
gekannt hätte, so hätte man nur m— 3 Relationen zwischen 
Ci, C23... Cm aufstellen können, und die Gleichung (1) würde 
nach der Substitution dritte Differentiale enthalten haben. Die 
Elimination von &,..., Cm— würde eine lineare Gleichung der 
dritten Odnung mit de,, d2c,, dèc, aber ohne c ergeben 
haben. Man könnte sie also wieder auf die zweite Ordnung ` 
herabbringen, ohne dass sie aufhörte linear zu sein; und wenn 
man sie vollständig integriren könnte, so würde man daraus, 
wie in dem vorigen Falle, das allgemeine Integral der Glei- 
chung (1) ableiten. Durch dieselben Schlüsse sieht man, 
dass wenn man m — n particuläre Integrale der Gleichung (2) 
kennt, die vollständige Integration der Gleichung (1), und um 
so mehr der Gleichung (2), sich reducirt auf diejenige einer 
linearen Gleichung von der Ordnung n und auf einfache Qua- 
draturen. 


44. Man kann leicht beweisen, dass das allgemeine Inte- 
gral der Gleichung 


dm dm—1 Sg 
matt + T+ U= 


2 dam 
nothwendig von der Form ist 


Y = ay F oy F... F CnYm: 

In der That, es sei yı eine Auflösung dieser Gleichung; 
setzen wir voraus, dass dieselbe keine willkürliche Constante 
enthält, was man immer thun kann, weil wenn deren darin 
vorkämen, man ihnen nur besondere Werthe beizulegen brauchte. 
Die Gleichung (a) lässt auch die Auflösung zu 

yz= ty, 
während c eine willkürliche Constante. Betrachtet man jetzt c 
als eine Function von x, so hat man 
dy =y de + edy, 
2y = yde + 2dy da + cdy, 
dmy = y d™ c + mdy dle +... + edn y >- 
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Indem man in der Gleichung («) substituirt, so verschwinden 
die mit c multiplicirten Glieder, und man hat eine lineare Glei- 
chung von der Form 


dm dm-1 i 
dam nr A gan F our Ta N 


A de 
oder, indem man — = u setzt, 


dæ 
: dm—1y am? u 
EEE a 7 erat e EN 
Es sei «, eine Auflösung dieser Gleichung, ohne willkürliche 
Constante, so wird c'u; auch eine Auflösung sein, und man hat 


c = ¢' fuda + o; daher y = cyi + eyfude. 
Man hat also eine Auflösung der Gleichung (a) von der Forın 
y =C Yy F ah» f 
worin y, eine von yı verschiedene Function von « ist. 
Da man dies auf jede lineare Gleichung anwenden kann, 
so hat man eine Auflösung der Gleichung (b) von der Form 
w SE È u nz Pu, s 
woraus 
= af dæ + Bfwda + y, 
und folglich 
y = ayı fun de - Py fuda + Yyı» 
d. h. die Gleichung (a) hat ein Integral von der Form 


y = y + C2 Ya + C3 Y3 » ' 
Ebenso ist es mit der Gleichung (b), und so fort, bis man für 
y einen Ausdruck mit m willkürlichen Constanten hat, welcher 
das allgemeine Integral sein wird. 

45. Die vorige Rechnung führt zu dem wichtigen Satze, 
dass ‚die Gleichung (a) keine singuläre Auflösung haben kann. 
In der That, nehmen wir an, sie habe eine solche, und bezeich- 
nen wir diese durch yy, nachdem man zuvor durch irgend 
welche besondere Werthe die willkürlichen Constanten ersetzt 
hat, wenn sie deren enthält. Die in der vorigen Nr. gemach- 
ten Schlüsse führen wieder zu einem Werthe von y von der 


Form 
Y =a H ey Ho H mym, 
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welcher nothwendig das allgemeine Integral sein wird. Aber 
man erhält yı, indem man alle Constanten, cı ausgenommen, 
gleich Null macht: y, ist also ein particuläres Integral, welche 
Werthe man auch darin für die Constanten gesetzt hat, und 
keine singuläre Auflösung, wie angenommen war. Woraus 
folgt, dass die in der Formel (a) enthaltenen Gleichungen nie- 
mals singuläre Auflösungen haben können. 

46. Der Fall, wo man ein particuläres Integral der 
Gleichung (1) kennt. — Kennt man ein particuläres Integral 
der Gleichung (1), so kann man die Auffindung ihres allge- 
meinen Integrals zurückführen auf diejenige des allgemeinen 
Integrals der Gleichung (2). 

In der That, es sei u dieses particuläre Integral; man setze 
y =u + z in der Gleichung (1), so bleibt, indem man die 
nach der Voraussetzung sich aufhebenden Glieder weglässt, 


d™ z dm-1z dz 
dam a ade pea ee oA SE IE Uz = 0, 
und man ist somit auf die Auffindung des allgemeinen Inte- 
grals von (2) zurückgeführt. 
Als erstes Beispiel sei 


d™— 1 
y a ESE nn +... Uy=aar +bar+...+pe+g; 
worin A,..., U,a,..., Q constant sind. 


Um ein particuläres Integral zu finden, wird man setzen 
; y= aar + hamit... Hiat y, 
in der vorgelegten Gleichung substituiren-und ihre beiden Glie- 
der identificiren, woraus n + 1 Gleichungen hervorgehen, welche 
die n —+ 1 Unbekannten «; ß,..., u bestimmen. Man kommt 
dann auf den Fall zurück, wo das zweite Glied Null ist. 
Als en N sei 
4 au ah Se kko . + Uy=ucos(n@ +p) +bsin(n«e+p); 
man setze 
y = «cos (næ + p) + P sin(na a 
Substituirt man in der vorgelegten Gleichung, so wird das 
erste Glied sich nur aus Gliedern zusammensetzen, von denen 
die einen cos (næ + p) und die anderen sin (n-p), multiplicirt 
mit Constanten, enthalten. Indem man die Coöffieienten dieser 
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beiden Ausdrücke in den beiden Gliedern gleich setzt, hat man 
zwei Gleichungen, welche «, ß bestimmen. 

Nachdem man auf diese Weise ein particuläres Integral 
kennt, so ist man auf den Fall zurückgeführt, wo das zweite 
Glied Null wäre. In ähnlicher Weise verfährt man, wenn 
das zweite Glied noch ähnliche Terme enthält, worin die 
Coëfficienten n und p andere sind. 

47. Cauchy hat eine Methode gegeben um ein particulä- 
res Integral der Gleichung 


dmı dm—ı . 
(1) Te + Agm t. + Uy = F(a) ; 
zu finden, wenn man ein solches Integral der folgenden kennt 
dmz r 
(2) ma Fee de 
dass man für x — «a, was auch die Constante œ sei, hat 
dz d™—2 z Ei dn—lz PER ! 
de FE BE 7 Sr an, 


und man begreift, dass man immer einen Werth von z finden 
kann, der diesen Bedingungen genügt, wenn man das allge- 
meine Integral der Gleichung (2) kennt, welches m willkür- 
liche Constanten enthält. 4 

Es sei z — f(x, «) dieser Werth von z, setzen wir 


y = (fa, œ) da = ferda. 
WIR 0 


Hieraus leiten wir ab 


rer [FE da. 


Aber nach der Voraussetzung ist /(«, «) Null, was auch « 
sei; also ist f(x, «) Null, und man hat allein 


dy _ faz 
da”, Re 
Ebenso findet man 
d2 d? z 
Ja = j Ta T% 
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x 

dm y dn—1 2 

danmi © J derm 
0 


dm y Be dm z 

dam = ra + | F de 

Substituirt man nun y und seinen Ableitungen die so erhaltenen 
Werthe in der Gleichung (1), so wird sie 


dm-1z n u. 
Fir +4 +. +0 e) da + Fo) =} (2), 
wal zufolge der Gleichung (2) eine Identität ist. 


da, 


Es is also y = A zd& eine Auflösung der Gleichung (1), 


0 
und man erhält ihr allgemeines Integral, wenn man zu dieser 
Auflösung das allgemeine Integral der Gleichung (2) addirt. 


Formel für die Integrale höherer Ordnungen. 


48. Wenn in der Gleichung (1) alle Coëfficienten der 
linken Seite von A an Null sind, so hat man eine Gleichung 
von der Form 

dm 
(1) TRT, 
worin V irgend eine Function von & ist. Durch mmaliges 
Integriren in Beziehung auf x würde man den folgenden Werth - 
für y erhalten: 
y = "Vdr — [da fda.. Vao + aa... on: 

Aber anstatt wiederholter Quadraturen kann man vermöge 
einer Formel, welche wir kennen lernen wollen, y durch eine 
Reihe einfacher, von einander unabhängiger Quadraturen aus- 


drücken. 
Man hat zunächst, indem man theilweise integrirt und die 


Constanten weglässt, 


T PR Er riet Pünde, 


3 \ 
P Vdgæ3 = = (2 [Vds r 2a f Veda pu J Vg? de) A 


+ 
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Indem man fortfährt wiederholt zu integriren und die Reduc- 
tionen ausführt, erkennt man dass die numerischen Coäfficien- 
ten dasselbe Gesetz befolgen wie diejenigen der Entwicklung 
von (a — b)”, und dass man hat 


NR Ver = 


omi f Vda p iA F ; m f Vede... 
1 
„u. AES pl — ]1)(n—2)..(n— N 5 
» 1.2...(n— 1) + aD er f Vardoz... 
+ /Veride 


Um aber diese Formel strenge zu erweisen, nehmen wir an, 
dass sie wahr sei für einen gewissen Werth von n, und be- 
weisen wir, dass sie noch wahr sein wird für n + 1. 

Indem man von der letzten Formel ausgeht, findet man 
durch theilweise Integration 


ER Vdart g= 


or f Vaa -7 omi f Vada 


1 + a Verde — > 


Iain 
| Ji ee goe f Varda F ... 
Eiis ne / Varde 


n LAG ant AA E 
ee TS a 5 
1 | 1 LE. [Vardr. 


zT A aem ON .(n—p+1) Er Ei i% 
se De Sp 


Man hat aber 


aA AE nen EE S; 
daher 
44452 - aeii 


und die vorhergehende Formel wird 
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F jä V dart! — 


er [Vde — F em [Veda+... | 


1 
Lan OOTD OPED oe Varde F... 
; T f. Verde. 

Das fragliche Gesetz ist also wahr für den Index n + 1, wenn 
es wahr ist für den Index n; und da wir seine Richtigkeit 
für n = 2 erkannten, so ist es bewiesen für alle ganzen 
Werthe von n. 

Daher ist der allgemeine Werth von y, welcher der Glei- 
chung (1) genügt, indem man die Constanten wieder einführt, 


zu f Pinio Min T Ve na 


1 
I E ECEN + (m— u 5 -n 


CEF Var de \ 
+ oarl + am? t. ‘ + m. 


Lineare Gleichungen mit constanten Coäfficienten. 


ei Die allgemeinste Form dieser Gleichungen ist 


ai d z, 
y an ee | mat: a Tr + Ug = v. 


Wenn das zweite Glied V constant ist, so kann man es 


; z V 
fortschaffen, indem man y in y -++ T verwandelt; so dass man 


in diesem Falle nur ne Gleichung zu betrachten braucht 


aA 
(1) Ira Ran. + TE +Uy=0. 


Kann man m particuläre Integrale derselben finden, so wird 
man das allgemeine Integral bilden, indem man jedes von 
ihnen mit einer willkürlichen Constante multiplicirt und sie 
addirt. Setzen wir y — e“*, während a unbestimmt ist, und 
substituiren in der Gleichung (1), so kommt 
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(2) am + Aamlı .,...+-Ta+U=0. 


Man erhält also m particuläre Integrale, indem man für a 
successive die m Wurzeln dieser Gleichung nimmt. Bezeichnet 
man dieselben durch di; os.. -s üm und durch Cy Oz; eens Ôm 
willkürliche Constanten, so ist das allgemeine Integral der 


Gleichung (1) 
(3) y= ae pee Hane Hne, 


50. Es ist leicht zu beweisen, dass diese Gleichung in 
der That das allgemeine Integral der Gleichung (1) giebt. 
Hierzu braucht man nur darzuthun, dass man für einen beson- 
deren Werth æ —= « die Constanten so bestimmen kann, dass 

dy dm—1 y 
Y» T R Ina 
bemerkt zunächst, dass man, da diese Constanten völlig unbe- 
stimmt sind, y in die Form bringen kann 


4) ya or ei + c ee] gr AUT 


und man hat zur Bestimmung von &, C2, - - -, Cm die folgenden 
Gleichungen, worin Yo, Yo, » - - die Werthe von y und seinen 
m — 1 ersten Ableitungen für x —= « sind, 


ata+.. + n= Ys, 
4a F azca +... F an Cm = Yo; 


(5) i mte F ae F... -H am? Cm = Y'o» 


/ 


beliebigen Grössen gleich werden. Man 


: c + a go e p... + E on = u 
Gleichungen des ersten Grades von dieser Art führen zu For- 
meln, deren Demonstration hier zu- wiederholen wohl nicht 
unnütz ist. 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit einer Unbe- 
stimmte k, die zweite mit ķ’ etc., und die letzte mit 1, und 
addiren, so erhalten wir - 


(kk mH Kart. td tk ent kat)... 
== kyo +k’ yo’ FHE yH: AS Hy» 3 

Um c, zu bestimmen, werden wir die Coëfficienten von c25.. .,Cm 

gleich Null setzen, was zur Bestimmung von k, k',..., kim=2) 

die m— 1 Gleichungen. giebt: 


m 
Si 
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: k k'as + ka +. .t ar1—0, 
| E n aia pieta ARE 


i a a E i A md. 
Die ersten Glieder dieser kein sind nichts Anderes als 
die Werthe, welche das Polynom k-k’ a4- k” a? +... 4 am, 
das wir durch (a) bezeichnen wollen, annimmt, wenn man 
darin statt a successive alle Wurzeln der Gleichung (2), mit 
Ausnahme von æ, setzt: also hat das Polynom ø (a) die 
Wurzeln a, @3,..., dm, und folglich ist 
g(a) = (a — a) (a — az) . . . (a — äm) = = X 
indem man mit F(a) das erste Glied der Gleichung (2) be- 
zeichnet; hieraus folgt 
g(a) = F(a) 
Ebenso erhält man, indem man die Coëfficienten von c} , C3,- -5 Cm 
gleich Null setzt, 


g(a) = F(a), 
und so fort; so dass, wenn die Gleichung (2) keine gleichen 
Wurzeln hat, die Nenner der Unbekannten c1, c2, .. ., welche 
F“ (a), F' (a), ... sind, von Null verschieden sein werden, 
und man folglich den Gleichungen (5) genügen kann; was zu 
beweisen war. Die Gleichungen (4) oder (3) stellen also in 
. der That. das allgemeine Integral dar. Vollenden wir jetzt das 
auf die Bestimmung dieser Unbekannten, z. B. von c, Bezüg- 


“liche; ihr Werth ist 


— ky Ek yol +... + vr» 


C 1 


Fa) 
Es bleibt also nur noch übrig, die Werthe von +, ki Dr. 
finden; diese resultiren aber aus der Identität 
k -+ k'a t k'ap.. Sada, re 
\ Ol 


Man braucht nur den endlichen Quotienten von F(a) durch 
a— a, zu entwickeln, die Coöfficienten der verschiedenen Po- 
tenzen von a sind dann k, k,... Die Formeln, welche man 
so erhält, werden für as, a,,... passend durch die einfache 
Substitution dieser verschiedenen Wurzeln statt a. 

51. Wir beschränken uns in dem Beweise der wirklichen 
Allgemeinheit des.Integrals auf die Untersuchung des allge- 
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meinen Falles, wo die Wurzeln verschieden sind, und lassen 
den Fall ausser Acht, wo es gleiche Wurzeln giebt. 

Wenn die Gleichung (2) imaginäre Wurzeln hat, so bietet 
sich der Werth (3) von y unter imaginärer Form dar; aber 
Nichts ist leichter als ihm eine reelle Form zu geben. Es 
seien «+ V —1 zwei conjugirte Wurzeln der Gleichung (2), 
so sind die Terme, welche davon in gap Formel (8) herrühren 
von der Form 


Act V =De En ner ze 


oder 


Pakai (VL Be tV, 


oder auch 


e" "TA (cosße + V—1 sinb a) + B (cos ße — yo sin B æy]. 
Da nun A und B willkürlich, reell oder imaginär sind, so kann 
man sie so bestimmen, dass man hat 


ASB a M A a eN, 
während M und N willkürliche Constanten sind. Die beiden 


Terme, welche wir in der Gleichung (3) betrachten, werden 
dann ersetzt durch 


e7 (Meosßx + N sinße), 
und der Werth von y wird unter reeller Form erscheinen. 

52. Wenn die Gleichung (2) gleiche Wurzeln hätte, so 
würden die entsprechenden Terme der Formel (3) sich in 
einen zusammenziehen, und man würde nicht mehr das alige- 
meine Integral von (1) haben, weil nicht mehr m willkürliche 
Constanten vorhanden wären. Aber es ist auch in diesem Falle 
leicht, das allgemeine Integral zu finden. 

Es seien a, und æ zwei Wurzeln, welche man als gleich 
voraussetzt. Man kann die Coefficienten der Gleichung (1) 
unendlich wenig ändern, in solcher Weise, dass die Gleichung 
(2) keine gleichen Wurzeln mehr hat, und dass folglich die 
Formel (3) das allgemeine Integral giebt. Wenn nun die 
Coëfficienten gegen diejenigen der Gleichung (1) convergiren, 
so convergirt dl Integral gegen eine Grenze, welche noth- 
wendig der vorgelegten Gleichung genügt und das allgemeine 
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Integral derselben sein wird, wenn sie m willkürliche Con- 
stanten enthält. 

Es sei a + ô der Werth der Wurzel, welche sich «a, 
nähert. Die correspondirenden Terme des Werthes von y 


sind ce4” + ceart’, oder 


++) 


oder, indem man c +04, ed = a setzt, 


re Bine e S mer. ER 


die Constanten ce und c’, da sie willkürlich sind, können immer 
so gewählt werden, dass B und A beliebige endliche Werthe 
haben, wie klein auch ò sei. Indem also ô sich der Null 
nähert, convergirt die Summe der Glieder, welche wir betrach- 


ten, gegen die Grenze Ae“? + Bæe™”, und die Formel (3) 
verwandelt sich in 


6) y="? (ABa) + ne" +... + me”. 
Dieser Werth von y ist das allgemeine Integral, weil er m 
willkürliche Constanten enthält. 

53. Wenn drei Wurzeln gleich wären, so würde man sich 
zunächst die Gleichung so modifieirt denken, dass nur zw& Wur- 
zeln gleich wären, was zu der Formel (6) führen würde; man 
würde a, durch a, -4+ ô ersetzen, und erhalten 


var At) +B+n9)2+08 7° 13 > +70: +. J+- 

Da nun A, B, c} willkürlich sind, so kann man setzen 
ea, B+ oð =B, Aom A, 

während A’, B’, C’ neue willkürliche Constanten sind; und 


indem man ò gegen Null convergiren lässt, erhält man das 
allgemeine Integral 

as: Pa 9. + B' x 4- C' æ?) z PR hie +... + en : 
In derselben Weise würde man fortfahren, wenn eine vierte 
Wurzel gleich «, wäre, und man sieht, ‘dass man allgemein, 
wenn n Wurzeln gleich a, werden, zum allgemeinen Integral 
erhält 


Ò? x? 


t 
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(7) y = t (A B'e4 Ca +... +4 Pan) 
one PHA SEN Lem mt, 

54. Man kann das allgemeine Integral noch auf eine an- 
dere Weise bestimmen, wenn n Wurzeln ai, @,..., a, einen und 
denselben Werth a haben. Man kennt dann unmittelbar nur 
m—n--1 particuläre Integrale, und es liegt also der in einer 
der früheren Nummern behandelte Fall vor. 

Es sei Cers der Term, auf welchen sich n Terme der 
Gleichung (3) reduciren; indem wir C als Function von æ be- 
trachten, erhalten wir 


dm y dc 
Be m par m—l _- 942 
7 — Care ni ma Ta l +. he 


2 


-A = Cagek 4 = er2l, 
yie Com‘, 

Substituirt man in der. Gleichung (1), so verschwinden die 

Terme, welche C enthalten, zufolge der Gleichung (2); dieje- 


nigen, welche SE enthalten, verschwinden, sowie die folgenden 
n—l 
d ar 
Wurzel a die n— 1 ersten Ableitungen der Gleichung (2) zu 
Null macht. Es bleibt daher eine Gleichung übrig, welche ‘die 
Ableitungen von C, von der nten bis zur mten, enthält. Das: 
allgemeine Integral derselben würde m willkürliche Constanten 
enthalten; wir bedürfen aber nur eines ihr genügenden Wer- 
thes von C mit n Constanten, und diesen erhalten wir, indem 
wir setzen 
dC orange 
Im woraus C = Æ + B's -+...+4 Part; 
was aufs Neue zu der Formel (7) führt. 
55. Wenn das zweite Glied V eine Function von « ist, 
so kann man es zuerst vernachlässigen und die Gleichung (1) 
_ Integriren, wie wir es gethan haben; nachher betrachtet man 
die Constanten als Functionen von æ und erhält die vollstän- 
dige Auflösung der vorgelegten Gleichung durch das früher 
angezeigte Verfahren. Wir bemerken nur, dass wenn einige 
der Wurzeln aı,..., am imaginär oder gleich wären, es zweck- - 
Duhamel, Difl.- und Int.-Rechnung. II. 5 > 


bis inclusive zu denjenigen, worin vorkommt, weil die 


www.rcin.org.pl 


ee 
mässig sein würde, das Integral der Gleichung (1) mit den in 
diesen Fällen angegebenen Modificationen anzuwenden. 

Man kann diese Gleichung auch durch die Methode von 
Cauchy integriren, was wir thun wollen, um ein Beispiel 
dieser zu a Es sei 

In I HA SZ aa A + Uy = F (2). 


Indem man das zweite Glied vernachlässigt, wird das allge- 
meine Integral] von der Form sein | 


en A (2—«) T b L (2—«‘) Ar a A PR BR) 
wo & eine nach Belieben gewählte Constante ist, und a1, @9,..., am 
die Wurzeln der Gleichung 


an + Aa 4... +Ta-+ U—0O 


sind, die wir sämmtlich als ungleich voraussetzen. Man, muss 


zunächst die Constanten cı, C2,» + +; €m durch die Bedingung 
bestimmen, dass man für x — «œ habe 
d dm—1 
en ee) 5 


man wird dadurch zu den folgenden m Gleichungen geführt: 


at+oa+.:..+m=0, 
aa F ast +... m m—0, 
a? € + dz? C2 + a -l- Um? Cm = 0 ’ 


ale + ate FH... FH an em = F (a) 


Wir haben oben gesehen, wie diese Gleichungen aufgelöst wer- 
den, und man findet, indem man 


amn + Aari +... + Ta + U=f(a) 
L e E 
Ne TARIE E a oy 


Der oben stehende Werth von y wird daher 


setzt, 


e“ Pcia 


—a & s aa 
7 F(a) F(a)e + ER +... 


e m? 5 Er AR 
a Ta 
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Een 
Diesen Ausdruck muss man jetzt in Beziehung auf œ zwischen 


den Grenzen 0 und x integriren, und dann das allgemeine In- 
tegral der Gleichung 


PU +ATTIH..+0y=0 


a d am 
hinzu addiren, welches, wenn man dureh Ks... Qn Willkür- 
liche Constanten bezeichnet, ist 


y = q e”? p ae? F.n H Am e. 


Folglich ist das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung 


Me (o +a fe F (æ) da) +... 


peme (mt 705 fe" F(a)de). 


56. Die linearen Gleichungen von der Form 


d” y A diy N antay 
d ær ie ax- b damn afe, az, damn + ee 
Uy 


lassen sich allgemein integriren, indem man y = (a«—+b)" 

setzt. Man findet substituirend 

«œ (&— 1)... (x—m+ 1) EN .(«—m-42) amm p... 
+U = 

Diese Gleichung liefert für « a Re RE 

wenn man durch &, C3s..:, €m willkürliche Constanten bezeich- 

net, so wird das allgemeine Integral sein 


y= a (az Hb) + o (apb) +... + om (aa+b)m. 
Der Fall, wo man für œ imaginäre oder gleiche Werthe erhält, 
ist wiè in den vorigen Aufgaben zu behandeln. 

57. Kennt man das allgemeine Integral irgend einer 
Gleichung von der Ordnung m 


E 
AOT 20 A AA 
N d BETRITT je, F 
oder, indem man E ERMEE ES Ta — ym) setzt, 
(1) Fi ya ON 
so kann man eine lineare Gleichung der mten Ordnung mit 
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variablen Coëfficienten bilden, deren allgemeines Integral sich 
unmittelbar ausdrücken lässt. 


In der That, es sei 
(2) Va | 
das Integral der Gleichung (1) mit m Constanten a, b,...,[1. 
Substituirt man diesen Werth und diejenigen, welche daraus 
für y/, y” etc. folgen, so wird die Gleichung (1) identisch, was 
auch æ, a, b,..., l seien. Differentiirt man sie daher nach 
dieser Substitution in Bezug auf eine der Constanten, a z. B., 
so wird das Resultat wieder eine Identität in æ, a, b,..., l sein. 
Man hat also 

dF dy. dF dy‘ dF dy” ARN 
(8) dy da w dy’ Et dy” e Fo T ae EA N 
d. h. diese Gleichung wird identisch in z, a, b,...,l, wenn 
man für y und seine Ableitungen die durch die Gleichung (2) 
gegebenen Werthe setzt. 


Setzen wir jetzt A — u, so folgt 
dy’ _ du dy” deu Er arde a 


da mda oda ra. 700 
weil x und a unabhängig sind. 
Die Gleichung (3) wird nun 
dF dF du dF dru 


Wenn man jetzt alle Coöfficienten = NET nn durch x, 


a, b,...,l vermöge der Gleichung (2) ausdrückt, so erhält 
man eine lineare Gleichung der Ordnung m mit variablen Coëf- 
ficienten, und man kennt von ihr schon ein Integral, nämlich 
dp(z,a,b,...,)) 2 
da ; 
Bezug auf irgend eine der anderen Constanten b; ..., l so ge- 
langt man zu derselben Gleichung (4), aber u bedeutet die par- 
tielle Ableitung von @ (æ, a, b,..., I) nach dieser anderen Con- 
stante. Auf diese Weise bildet man m particuläre Integrale der 
Gleichung (4), und indem man dieselben mit willkürlichen Con- 
stanten A, B, ..., L multiplicirt, liefert ihre Summe das all- 
gemeine Integral dieser Gleichung, dessen Ausdruck also ist 


Differentiirt man die Gleichung 0) in 


v 
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= e 
u=A4 2 BRE. HLR. 

Kennt man nur ein particuläres Integral der Gleichung (1) 
mit weniger als m Constanten, so kann man daraus ein par- 
ticuläres Integral der Gleichung (4) mit einer gleichen Anzahl 
von Constanten ableiten. 

Wenn die Gleichung (1) linear ist,. so hat die Gleichung 
(4) dieselben Coëfficienten und enthält kein von der Function u 
unabhängiges Glied; sie steckt also in der ersten, und man 
wird zu nichts Neuem geführt. 
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Transformationen, um die Ordnung der 
Gleichungen zu erniedrigen. 


58. rs lineare der Ordnung m von der Form 


+4 it: a a 
lässt sich auf die Ordnung m— 1 herabbringen, indem man 
setzt 
| yo gftaz ; 
In der That, man hat dann , 


dy fra d?y fiaz |, di fiaz 
u telt, — te — e 3 

dæ de? j t da‘ ; i 
beim Substituiren in der vorgelegten verschwindet der Factor 


Mi ‘= und die Gleichung wird von der Ordnung m — 1 in t; 
aber sie ist nicht mehr linear. 
Es sei z. B. 


ae‘ 


so erhält man 


Ja tet At B= O0. 


59. Betrachten wir jetzt eine Gleichung, worin weder « 
noch y, sondern nur irgend zwei consecutive Ableitungen vor- 
kommen: 
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BÄZELT REN A 


dar’ dar 


n—l J; 
Man setze £ y — p, so folgt A (v. £) — (0; daraus zieht 


dar 


man 


de = f(p)dp und æ = [f (p)dp + Cz N š 


Kann man diese Gleichung in Beziehung auf p auflösen, so 


dr! 2 : ; 
kennt man Fr als Function von x, und durch eine Reihe 


von Quadraturen erhält man y als Function von v und n will- 
kürlichen Constanten. Kann man sie dagegen nicht auflösen, 
so erhält man in folgender Weise y als Function von p. 
Die Gleichung y — p giebt 
dr- 2 y 
TA = pde = fpf tl; 
indem man wiederholt nach æ integrirt, und im zweiten Gliede 
dæ durch f(p)dp ersetzt, gelangt man durch eine Reihe von 
Quadraturen zu y = Ņ (p). 
Die Elimination von p zwischen dieser Gleichung und 
æ — o (p) liefert eine Gleichung zwischen y, = und n will- 
kürlichen Constanten, welche das allgemeine Integral der vor- 
gelegten ist. 
60. Wenn man z. B. die Curve verlangte, deren Krüm- 
mungsradius gleich einer Constante a ist, so müsste man die 
Gleichung integriren 


— A 
SEY 
da? 


3 


(1 a Er 
d2 


d 
oder, indem man -s = p setzt, 


ap» 
ne r u 
dæ 
woraus N 
dp 4 3 
da a , und G CR 
(A+ p»? Vir 
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ee: 
Man könnte diese Gleichung in Bezug auf p auflösen, aber 
einfacher wird man y als Function von p ausdrücken; man hat 
= pda = 4a up; = — Te Ha aii 

m a+ View" 
Da man so zwei erste Integrale der vorgelegten Gleichung 
kennt, so braucht man nur p zwischen ihnen zu eliminiren, um 
das allgemeine Integral zu erhalten, welches ist 

@- C} +y—Co”’ = a: 

die Gleichung eines Kreises vom Radius a und den willkürli- 
chen Mittelpunktscoordinaten C, C, . 


G. 


61. Betrachten wir noch den Fall, wo die Ordnungen 
der beiden Ableitungen sich um zwei Einheiten unterscheiden, 


n (2y TA) = i 
r (3, g Fa 


n—2 
indem man u = p setzt, kommt 


d? d? 
F (v, TE) =0, woraus Ta =S) 


durch Multipliciren mit 2dp und Integriren kommt 


2 
| GE) = 2f fp) dp +C; 
woraus 
dæ = g (p)dp , æ = 4 (p), 
während ¢ (p) zwei willkürliche Constanten enthält. 

Kann man diese Gleichung in Bezug auf p auflösen, so 
erhält man y durch n—2 Quadraturen, welche n—2 neue 
willkürliche Constanten einführen; kann man es nicht, so 
erhält man y als Function von p, indem man n—2 mal die 
Glei Send PETER ; PACA 

eichung Jara = P integrirt, nachdem man jedesmal das 
erste Glied mit dæ und das zweite mit dem ihm. gleichen 
p(p) dp multiplicirt hat. Der Ausdruck von y wird auf diese 
Weise n—2 willkürliche Constanten enthalten, und die Elimi- 
nation von p zwischen den Gleichungen, welche æ und y ge- 
ben, wird zu einer Gleichung zwischen x, y und n Constanten 
führen, welche das allgemeine Integral der vorgelegten Glei- 
chung ist. 

62. Allgemein, wenn man hat 
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u. T 


pfi nt RN 
der dam 


so wird mari die Ordnung um n Einheiten herabbringen, indem 


man setzt Ty = p, und wenn man die Gleichung 


F (a, press = 


integriren, und dann in Bezug auf x oder p auflösen kann, 
so wird man die Gleichung zwischen æ und y durch dieselben 
Mittel wie in den vorigen Fällen erhalten. 

Wenn die Gleichung ist 


dy day ei 
r (y, RE u C Fa 


so kann man sie durch Vertauschung der unabhängigen Va- 
riable auf die Form reduciren 


dæ dm aN 
PU T 


und nun erniedrigen, indem man — — p setzt. 


d 
63. Wenn die Gleichung “ 
o E o ER 
f Gi- EP da) T 
BE f d? y 
“ homogen ist in Bezug auf die Grössen y, A ; 2 ven) 


so kann man ihre Ordnung um eine Einheit erniedrigen. 
In der That, indem man durch eine angemessene Potenz 
von y theilt, wird man ihr die Form geben 


da da? 
Ü, TETS- o zug; ’ .. = o7 
nl y Y 
Setzt man nun Y— 25 2 oder was dasselbe ist, y = eI taz, so 


folgt 


y ist Factor in allen Ableitungen, und die obige Gleichung geht 
durch diese Substitutionen über in eine Gleichung von der 
Ordnung m — 1 zwin æ. und t. 
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64. Giebt man die Gleichung einer Curve, welche den 
Bogen s enthält, und wird diejenige gesucht, welche zwi- 
schen x und y allein stattfindet, so muss man die gegebene Glei- 
chung differentiiren, ds durch V dx?+.dy? ersetzen und s zwi- 
schen dieser und der ersten Gleichung eliminiren; man erhält 
so eine Differentialgleichung zwischen w und y allein. Wenn 
die gegebene Gleichung in Bezug auf s aufgelöst ist, so hat 
man nach der Differentiation keine Elimination zu machen. 

Es sei z. B. s? — ay, woraus man zieht 


ae y? 7 
Differentiirend, kommt 
dena E hr T 
EEE A UTE aa o 


man zieht hieraus 


ds _ ER 1 
dy = ASES 
die Gleichung einer auf ihren Scheitel bezogenen Cycloide, 


i 2 h a ; 
welche durch einen Kreis von dem Radius z erzeugt wird. 


Wenn man eine Gleichung von der Form gäbe 
EN £) 
ee (3 i 


so .würde man setzen 
d Ta 
— woraus s = F(p); 


da E 
Durch die Differentiation erhält man 


l d SER 
Ta = EO Tr = VFP; 


| de. 
woraus man zieht 
er op 
V1-+p: 
X 
dy = pda Be ARISE ep: 


Vrey 

Kann man diese beiden Quadraturen ausführen, so findet man 
die Gleichung zwischen æ und y, indem man p zwischen den 
zwei erhaltenen Gleichungen eliminirt. Wenn die eine dieser 
żwei Gleichungen in Bezug auf p aufgelöst werden kann, so 
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ae EN 


; $ d 
braucht man die andere nicht zu kennen, weil man den Werth pe 


als Function von x oder von y kennt, und folglich die endliche 
Gleichung zwischen æ und y durch eine einfache Quadratur 
erhält. Es sei z. B. 


d 
s = aarctang y 


dæ 
Die Differentiation giebt die Gleichung 
de = ar ? 
| (1.792 
und folglich 
dy = AR 
EN 
Diese letzte integrirt sich unmittelbar, und giebt 
ETETTERER AFITA, 
woraus 
(y — o) dy _ 


REN taR A 
"T Var (y— o) 


(æ — c)? + (y =e} = a?. 
Es ist dies die Gleichung eines irgend wie gelegten Kreises 
vom Radius a. Um der gegebenen Gleichung zu genügen 
muss man zum Anfangspunkte der Bogen einen der zwei Punkte 
nehmen, worin die Tangente parallel ist zur Axe der x, da- 


und, integrirend, 


mit man habe s = 0, wenn = —(. 


www.rcin.org.pl 


Integration der homogenen Gleichungen in 
2, Ys de, dy, dy. 


‚65. Es sei 
(117; P(e, y, de, dy, d2y) = 0 
eine Gleichung dieser Art, deren Terme alle endlich, oder 
unendlich klein von derselben Ordnung sind. 
Setzen wir 
vu, Wange; dy = -1 da2. 
Indem man zunächst diese Substitutionen in der Gleichung (1) 
macht, so verschwinden y und seine Differentiale, und alle 
Terme werden homogen in Bezug auf æ und dæ. In der 
. That, sie waren es ursprünglich in Bezug auf x, dæ, y, dy, 
d?y, und man hat diesen drei letzten Grössen homogene 
Ausdrücke der ersten Ordnung in Bezug auf x und dw sub- 
stituirt. Und da alle Terme von derselben infinitesimalen 
Ordnung sein müssen, so verschwindet nothwendig dæ, und folg- 
lich æ. Also wird die erhaltene Gleichung von der Form sein 
(2) fep.) =0, 
und wird ergeben 
q = Q (p, u). 
Man kann aber tz auf zweierlei Weise durch v und p aus- 


drücken; denn man hat 
l udæ + adu = pda, 


- 
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daher 
dæ E du 
s p—u’ 
und andererseits hat man 
q _dp RL 1 EAE GR. E 
+ F7: und folglich ee T) 
Indem man beide Werthe von ni gleich setzt, kommt 
du d 
(3) £ 


p—u g(p, u)’ 
eine Differentialgleichung der ersten Ordnung, welche integrirt 
geben wird 
p=tb(u,c), 
während c eine willkürliche Constante bezeichnet. 
Es ist dann leicht, x als Function von u zu finden, weil 
man hat 


woraus, indem man durch c’ eine neue willkürliche Constante 
und durch !y(u,c) das Integral des zweiten Gliedes bezeichnet, 
e = 040; 


Y 


und da u = 5> 80 hat man 


le): 
und man kennt somit das allgemeine Integral der vorgelegten 


Gleichung. 
66. Wenn das zweite Glied der Gleichung (3) die Form hat 


u dp 
o(p)’ 
so ersetzt man die Gleichung (3) durch folgende: 
| An OR 
2 pp)’ 
welche, indem man mit r multiplicirt, wird 
ai DLE 
Y p (p) 


woraus man zieht 
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A _ fra p 3 
9 (p) 

Indem man die Integration ausführt, und durch c eine will- 
kürliche Constante bezeichnet, bringt man y in die Form 

g2 pp) 
Wenn man in Bezug auf p auflösen kann, so führt man die 
Gleichung auf die Form zurück ; 

dæ = y (y) dy, 
und integrirt beide Glieder; wenn nicht, so zieht man aus den 
vorigen Gleichungen 


Er a a IT 


=.) 
woraus 
== Ylp)dp Ydp B 
o (p) 


und man eliminirt p zwischen dieser Gleichung und y = c¢ Y (p). 
67. Eine Anwendung dieser Methode werden wir in der 
folgenden Aufgabe finden: Die Curve zu bestimmen, in 
welcher der A REETA Ai proportional der 
Normale ist. 
Man erhält SANE die Differentialgleichung 


d2 
1435 = I I 
wo m das Verhältniss des Krümmungsradius zur Normale ist. 
Das obere Zeichen bezieht sich auf den Fall, wo der Krüm- 
mungsradius in dem Sinne der Normale liegt, und das untere 


Zeichen auf den Fall, wo er im entgegengesetzten Sinne liegt. 
Indem man setzt 


yayaz day —pdr, ay—t da, 


erhält man 
$ p g LE 
1+p2=T mug, woraus Tem?! 
und folglich 
du ___mudp 
Pu Trep! 


eine Gleichung, die nicht in denjenigen enthalten ist, welche 
wir integrirt haben. Aber nach der in der vorigen Nummer 
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gemachten Bemerkung wird man sie durch die folgende er- 
setzen: 


da p mdp dy ___ mpdp 
en a 


YFFIU4m=1a4mt?, 


y-eAt4p)'T?, , 


Es giebt besondere Werthe von m, welche diese Integration 
möglich macben, nämlich m — 2, m — 1. Untersuchen wir 
successive diese beiden Fälle. 

1. Es sei m — 2, so hat man 


Bee. 
7 F BR 
C 


Indem man das obere Zeichen nimmt, hat man 


die Gleichung einer Cycloide, deren Basis auf der Axe der « 


liegt, und deren Erzeugungskreis den Radius = hat, dessen 


Werth willkürlich ist. Und in der That, man weiss, dass in 
jeder so gelegten Cycloide der Krümmungsradius das Doppelte 
der Normale ist. 


Indem man das untere Zeichen nimmt, hat man 
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ie, REN 


woraus 
1 
e—!—=Ve(y— eo), 
oder 
(æ — ec’)? 
— 0 = 
y TE R 


die Gleichung einer Parabel, deren Axe senkrecht ist auf der 
Axe der z. 

Da die Normale sich auf ʻine gegebene Gerade bezieht, 
welche man zur Axe der æ genommen hat, so muss man, 
wenn man diese Axe vertauscht, sich erinnern, dass die Nor- 
male bis zu der gegebenen Gerade verlängert werden muss, 
und nicht bis zur neuen Axe der æ. Aber man kann den 
Anfang nehmen in welchem Punkte der gegebenen Linie 
man will, z. B. in demjenigen, dessen Abscisse c’ ist, was 
darauf hinauskommt, dass man ce’ — 0 macht; man hat so 


und es ist leicht zu verificiren, dass, was auch c sei, die durch 
diese Gleichung dargestellte Parabel einen Krümmungsradius 
hat, der doppelt so gross als die Normale und im entgegen- 
gesetzten Sinne gerichtet ist. : 

2. Es sei m = 1; die Differentialgleichung der Curve 


wird 
dæ = EN A. AEE j 
Vo”-: 
> c 
Nimmt man das obere Zeichen, so kommt 


SIE 
Ve—y: 


g— i! = — c—y? , 


de = 


woraus 


oder 

pe-o, 
die Gleichung irgend eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf der 
Axe der « liegt. Und in der That sieht man, dass dann der 
Krümmungsradius immer gleich der Normale und in demselben 
Sinne gerichtet ist. Nimmt man das untere Zeichen, so fin- 
det man 
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Fe a a 


EA: BB 
da Br Vy— e 


e= cl ytVYy-e . 
C 


daher 
B — 


Indem man æ — ¢' durch x ersetzt, erhält man 
x 


y+ Vy— e = ce‘, 
was sich reducirt auf 
LS 


y=7 (® +e A ; 
dies ist die Curve, BN. man Kettenlinie nennt: sie liegt 
symmetrisch in Bezug auf die Axe der y, und ihr Scheitel 
liegt in der Entfernung c von der Axe der æ. Man verificirt 
leicht, dass ihr Krümmungsradius gleich der Normale und in 
entgegengesetztem Sinne gerichtet ist. 

Eine der eben behandelten Gleichungen kann einfacher 
durch eine besondere Betrachtung integrirt werden: diejenige 
nämlich, welche man für m — 1 und das obere Zeichen er- 
hält; man hat dann 


dèy 
ante 
da die beiden ersten Glieder die Ableitung von y- == bilden, 
so hat man, ars guck 
y dy S i 2—c—=l0, 


und neuerdings integrirend 


P+@—-V=ed, 
welche Gleichung sich nicht von der schon gefundenen unter- 
scheidet. 


Duhamel, Diff.- u. Int-Rechnung. II. 6 
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Elimination der Variablen zwischen den simul- 
tanen Differentialgleichungen. ‚Integration dieser 
Gleichungen. 


68. Betrachten wir zunächst zwei Gleichungen mit drei 
Variablen x, y, z, so kann man immer voraussetzen, dass die 
Ableitungen genommen sind in Bezug auf dieselbe unabhän- 
gige Variable, æ z. B.; y und z sind dann Functionen. von «, 
welche man bestimmen soll, und wir werden damit anfangen, 
dass wir die Entwicklung in Reihen darauf anwenden. 

Man kann immer annehmen, dass man aus diesen Glei- 
chungen die Werthe der höchsten Differentialcoäfficienten von 
y und z zieht, wenn sie in jeder der beiden Gleichungen vor- 
kommen. Jedoch muss man den besonderen Fall ausnehmen, wo 
die Elimination des einen zu gleicher Zeit den anderen ver- 
schwinden macht. Die beiden Gleichungen können also, im 
Allgemeinen, in der Form gedacht werden 


m m—1 n—1 
erlan...,SJ,2.. =), 


Ehe dar~ "’ dan 
ng m—l dr—1z 
= rlay.., SH... FA); 
r j INS R ae 
nimmt man willkürlich die Werthe von y, ..., a7 
dr-1z N A 
A N aor für æ — 0 an, so werden sie dazu dienen, 


alle folgenden Ableitungen von y und z für den Werth 
æ — 0 auszudrücken, und man wird folglich y und z durch 
die Formel von Maclaurin entwickeln können. Man 
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sieht, dass ihre Ausdrücke m + n willkürliche Constanten ent- 
halten werden. Statt des besonderen Werthes æ — 0, kann 
man irgend einen anderen x, wählen und die Reihe von Tay- 
lor anwenden. 
m n FH 
Wenn mit der Elimination von er auch zugleich a 
dan dar 
wegfällt, so wird die zweite der vorigen Gleichungen von einer 
niedrigeren als der Ordnung n. Dieser Fall steckt in demje- 
nigen, welchen ‚wir jetzt behandeln werden. 
69. Es sei m die höchste Ordnung in Bezug auf y in 
è . f dm 
den beiden Gleichungen. Man ziehe den Werth von ge aus 
. C n 
der einen dieser Gleichungen und substituire ihn in der anderen, 
wenn diese Ableitung darin vorkommt; es werden dann in die- 
ser letzteren nur noch niedrigere Ordnungen als m in Bezug 
auf y. vorkommen. Daraus ziehe man. den Werth der höchsten 
Ableitung von z, so hat man zwei Gleichungen von der Form 


any. dry AS 

(1) Tyan F Üy Y, ...93 dom- ’ E .o.g den 9 
d” z dm’ y dw—i2 

ER le: a T) 


in welchen m > m’, und n < n’ oder n œn’. 


1. Es sei n< n'; nehmen wir willkürlich die Werthe von 
m—1 n’—1 

E pai g AE PONINA he für 2—0; alle höheren Ab- 
leitungen sind für denselben Werth x — 0 vermöge dieser 
Werthe und der Gleichungen (1) und (2) bekannt, so dass 
man die Entwicklung von y und z ausführen kann. Die An- 
zahl der eingehenden willkürlichen Constanten ist m-+n‘, und 
im gegenwärtigen Falle hat man m + n’ > m +n. 

2. Es sei n œn; die Entwicklung von y verlangt, 
dass man die Werthe von z,..., = für æ= 0 kennt. 
Aber ‚von der Ordnung n’ an, müssen sie aus der Gleichung (2) 
und ihren Ableitungen bis zur Ordnung n in z gezogen wer- 
den; was zu der Ordnung m’ + n — n’ in y führen wird. 
Wenn man nun m’ -+ n — n’ > m hätte, so würde die Glei- 

6* 
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chung (1) y durch Ableitungen von höherer Ordnung als 


m, und diese durch andere noch höhere bestimmen; man könnte 
dann die Entwicklung von y nicht ausführen. Man muss also 
haben m + n’ > m’ + n, damit die vorhergehende Rechnung 
y und z ergeben könne; und in diesem Falle ist die Anzahl 
der Constanten wieder die grösste von den beiden Zahlen m+- n’ 
und m’ +n. 

70. Wenn m’ + n > m + n’, so findet wenigstens eine 
von den Ungleichheiten m’ > m, n œn statt; es sei z. B. 
m’ > m. Man wird dann aus den gegebenen Gleichungen die 


Werthe von Er und m ziehen und erhalten 


dam 
dm AR ( dm—ı dr 3) 
Iaw =f 2, Ys i pretas E dar)?’ 


und die Entwicklungen sind nun möglich, weil die Gleichun- 
gen mit dem vorigen Falle übereinkommen. Die Anzahl der 
Constanten ist m’ n, also immer die grösste der beiden 
Zahlen m’ + n und m + n’. 

71. Setzen wir jetzt irgend eine Anzahl von simultanen 
Gleichungen voraus, welche die Variablen y, z, u,... als Func- 
tionen von æ bestimmen. Wir betrachten nur den Fall, wo 
man sie sich aufgelöst denken kann in Bezug auf die Differen- 
tialeoefficienten der respective höchsten Ordnungen in y, 2, 
Us». ., nämlich 

dry drz deu 
dan’ dar’ dat n 


Es ist klar, dass vermöge der gegebenen Gleichungen, welche 
man immerfort differentiiren wird, es nothwendig und hinrei- 
chend ist die Werthe zu kennen, welche y, 2, u, ... und ihre 
Ableitungen bis zu den Ordnungen m— 1, n— 1, p— Bi); 
inclusive annehmen, wenn man darin æ — 0 macht, um die 
Entwicklung einer jeden Variable durch die Formel von 
Maclaurin ausführen zu können. Diese Constanten sind 
vollkommen willkürlich, und ihre Anzahl ist 


.m+n+p-+..:. 
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72. Indem wir jetzt die Entwicklungen in Reihen ver- 
lassen, wollen wir suchen, alle Functionen bis auf eine zu 
eliminiren und so die Aufgabe auf die Integration einer ein- 
zigen Differentialgleichung zurückzuführen. 

“ Nehmen wir uns zunächst vor, y zwischen zwei Gleichun- 

RR . dmy i i d 

gen zu eliminiren, in welchen Ep der höchste Differential- 

ed x drg x ; 
coëfficient von y ist, und Epe der höchste von z. Setzen wir 
zuerst voraus, dass diese beiden Ausdrücke in jeder Gleichung 
vorkommen, auf irgend eine Weise combinirt mit den Differen- 
tialcoëfficienten der niedrigern Ordnungen, sowie mit y, z und 
æ. Es seien diese Gleichungen 


dy, By. de =) = 
F Üy Y» dæ E, Ee. | dam 9 Èy dæ E E a | dar — 0 9 
dy, Fe =) = 
m (opo o Feier EENEI ETS a 


Wenn man diese zwei Gleichungen irgend eine und die- 
selbe Anzahl mal differentiirt, so wird man eine gleiche Anzahl 
neuer Ableitungen von y von höherer Ordnung als m und eine 
doppelte Anzahl von Gleichungen einführen; so dass wenn man 
m Differentiationen ausführt, man 2m + 2 Gleichungen haben 
wird, welche y und seine 2m ersten Ableitungen enthalten, und 
zwischen welchen man alle diese Grössen nach den gewöhn- 
lichen Regeln der Algebra eliminiren kann. Ihr System wird 
dadurch zurückgeführt auf eine Gleichung von der Ordnung 
m-}n zwischen z und æ, woraus man den Werth von z als 
Function von æ und m +- n willkürlichen Constanten ziehen 
kann, und auf 2m + 1 Gleichungen, in welchen man z und 
seinen Ableitungen ihre nun bekannten Werthe substituiren 
wird, so dass sie nur noch y und seine 2m ersten Ablei- 
tungen enthalten werden. Indem man diese letzten eliminirt, 
bleibt eine Gleichung übrig zwischen y und æ und den m + n 
willkürlichen Constanten, welche sich in z fanden. 

Im Allgemeinen werden also y und z dieselben will- 
kürlichen Constanten enthalten in einer Anzahl, 
die gleich ist der Summe der Zahlen, welche die 
höchste Ordnung der Gleichungen in Bezug aufy 
und z respective anzeigen. 
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In analoger Weise würde man verfahren und zu gleichen 
Folgerungen gelangen für irgend eine Anzahl Functionen bei 
einer gleichen Anzahl von. Gleichungen. 

73. Es kann aber vorkommen, dass die Differentialcoöffhi- 
cienten der höchsten Ordnung nicht in den beiden Gleichungen 
zugleich vorkommen. 

Nehmen wir an, dass die Differentialcoefficienten der höch- 
sten Ordnung in der ersten seien 

dar’ der’ 
und in der zweiten 

h N AN 

dam’ der 

Man differentiire m’mal die erste Gleichung und mmal 
die zweite. Man wird dann m + m’ -+ 2 Gleichungen haben, 
welche y und seine Ableitungen bis zur Ordnung m + m 
enthalten. Man kann also alle diese Grössen eliminiren, und 
es wird eine Gleichung zwischen z und æ übrig bleiben, deren 
Ordnung die grösste der beiden Zahlen m + n’ und m’ + n 
sein wird; und diese Ordnung ist gleich der Anzahl der Con- 
stanten, welche in den Werth von z eingehen werden. Indem 
man z und seinen Ableitungen ihre bekannten Werthe substi- 
tuirt in den m + m’ + 1 Gleichungen, kann man die m-+m’ 
Ableitungen von y eliminiren, und es wird eine Gleichung übrig 
bleiben zwischen y, æ und den Constanten, welche in z ein- 
gehen. 


74. Betrachten wir im Besonderen den Fall von m Glei- 
chungen, worin alle Ableitungen von der ersten Ordnung sind 
und aus ihnen gefunden werden können, ohne dass man auf 
irgend eine Unverträglichkeit oder Unbestimmtheit stösst; man 
wird dann haben 


d i 

r C E EA 
dz 

Ia ~S ey...) 
du 


Ja TOYZ... u); 
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und nach dem Vorhergehenden sind die willkürlichen Con- 
stanten die Werthe von R Z, s.. u für z = m. Wenn 
man die erste m— 1 mal differentiirt, und jedesmal den Ab- 
leitungen der ersten Ordnung, welche sich einführen, ihre aus 
den gegebenen Gleichungen gezogenen Werthe substituirt, so 
wird man erhalten: 


d 
me PAEST 


. 3 u), 


d?y 
(1) e e Fia W g) 


m 
TH = Fa (2, y, Zy e. e, U); 
und man hat nur noch die Variablen z, ..., wu, welche in der 
Anzahl m— 1 sind, zu eliminiren. Daraus wird eine Gleichung 
der mten Ordnung in y hervorgehen, welche den Werth dieser 
Variable als Function von æ und m willkürlichen Constanten 
geben wird. Indem man diesen Werth in den m— 1 Glei- 
chungen substituirt, welche zusammen mit der Endgleichung 
das gegebene System ersetzen, wird man daraus z, ..., u als 
Functionen von æ und denselben willkürlichen Constanten her- 
leiten. 

Bemerkung. — Sind die Integrale dieser Gleichungen 
auf die Form gebracht 
o AOAR IOE POETE 1 N E A E I e 

dif T y dy du j 

ifferentiirt man dieselben, und ersetzt gan durch ihre 
Werthe in æ, y, 2,» . ., u, so werden die Gleichungen, welche 
man so erhält, Identitäten sein; denn jeder aus den Integralen 
und den Gegebenen abgeleiteten Gleichung muss durch will- 
kürliche Werthe yọ, 20; - - +; uo, welche einem willkürlichen 
æy für x entsprechen, genügt werden. 

Man hat also, was auch @,y,2,..., u vn 


dy dy 
+r o f+: + ? =0, 


und ebenso mit den anderen. 
75. Auf diesen letzten Fall. kann man denjenigen zurück- 
führen, wo man die Ableitungen 
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dem’ dar’ dar’ 
durch diejenigen von niedrigerer Ordnung ausdrücken kann. 
In der That, wenn man setzt 


a O Ku an RR —i 
re T e i 
í (n— 2) 
BE i = AEE zii, dz = zn), 
da ’ de de 
4 (—2) 
= wi HE ut, a sea N A 
£ 


so werden die vorgelegten Gleichungen die Werthe von 
dy dzn-D dur- 
N Te, > 

als Functionen von 2, y,y',...;ym-D, 2, 2,...,20-D, u 
u's... uP=D,,.. geben. Indem man diese mit den vorstehenden 
Gleichungen verbindet, hat man en aus m + n + p+- 
Gleichungen der ersten Ordnung zusammengesetztes System, 
das man integriren wird wie in dem vorigen Falle. 

76. Wir haben oben vorausgesetzt, dass die gegebenen 
Gleichungen der ersten Ordnung in Bezug auf alle Ableitungen 
aufgelöst werden können, welche sich dann als Functionen 
der Variablen ausgedrückt finden; es kann sich aber anders 
verhalten, ohne dass die gegebenen Gleichungen unverträglich 
sind. 

Denkt man sich z. B. die Elimination der Ableitungen in 
der Weise gemacht, dass man aus einer der m Gleichungen 


den Werth von = zieht und ihn in den (m — 1) anderen sub- 


REN dz i j ' 
stituirt; dass man darauf 7, us einer dieser letzteren zieht, 


und in den (m — 2) anderen substituirt, und so fort: so wird 
man im Allgemeinen dazu gelangen, dass man die letzte Ab- 
leitung, und folglich alle anderen, durch x, y, 2, ... ausdrückt. 
Wenn aber eine dieser Substitutionen in allen den Gleichun- 
gen, worin man sie macht, noch n Ableitungen ausser der 
substituirten verschwinden machte, so würde man ein System 
von Gleichungen erhalten, deren Anzahl die der Ableitungen 
um n überträfe, und die Elimination von diesen würde, vor- 
ausgesetzt dass nicht dasselbe neuerdings sich ereignet, zu n 
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Gleichungen zwischen den Variablen æ, y, z, ... selbst, ohne 
willkürliche Constanten führen. Man könnte daraus die Werthe 
der n Variablen, deren Ableitungen verschwunden sind, ziehen, 
und es würden m —n Differentialgleichungen, in Bezug auf 
die Ableitungen aufgelöst, übrig bleiben. Die Integrale des 
vorgelegten Systems würden jetzt nur m — n willkürliche Con- 
stanten enthalten. 
Hat man z. B. die drei Gleichungen 


dy dz du 
da dat da T ® 
d dz du 
u PaA F a 
A E E NE 
so führt die Elimination von = Er 
du 
(y æ) w pn potan a z— u, 
du 


d 4 N ‚ 
Se ist zugleich mit Ay verschwunden, und wenn man 
du 


Ir zwischen diesen zwei Gleichungen eliminirt, so resultirt 


zwischen æ, y, z die folgende: 
Z= 02 —y 


y—a appz’ 


oder 


yY? 4 22 — eyz + sz — æy — æ = 0. 
Man kann aus ihr z in æ und y ziehen, uud man wird dann 
du d 
EA und 7 
so auf den anfänglich behandelten Fall zurück, und man wird 
die Werthe von y und « und folglich von z als Functionen 
von æ und zwei willkürlichen Oonstanten erhalten. 


als Functionen von æ und y kennen. Man kommt 
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Simultane lineare Gleichungen. 


77. Wenn diese Gleichungen alle von der ersten Ord- 
nung sind, so hat man einen besonderen Fall der letzten Auf- 
gabe; nämlich denjenigen, wo die Functionen F,f,...,p 
linear sind in Bezug auf y, z,..., u, während sie æ in irgend 
einer Weise enthalten; und es ist leicht zu sehen, dass dann 
die Endgleichung in y linear ist. 

Was die Bestimmung der anderen Unbekannten ‚betrifft, 
so ist es wichtig zu bemerken, dass da die Elimination zwi- 
schen Gleichungen des ersten Grades in z,.. ., u stattfindet, 
man die Werthe dieser Unbekannten, wenn man y kennt, 
aus denjenigen Gleichungen (1) ziehen kann, aus welchen man 
will; denn diesen Gleichungen muss genügt werden, und sie 
geben überdies nur einen Werth für jede Unbekannte. 

Wenn diese Gleichungen nicht von der ersten Ordnung 
sind, so kann man sie nach Nr. 72 und 73 behandeln. Man 
kann auch sie auf Gleichungen der ersten Ordnung zurück- 
führen, indem man, wie schon oben geschehen, setzt 


a > e S Ara I? — ymo, 
und ebenso für die Variablen z,..., u. 

Man erhält auf diese Weise eine grössere Zahl von Glei- 
chungen; aber sie ist immer um eine Einheit kleiner als die 
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Totalanzahl der Variablen, und die Gleichungen sind linear 
und von der ersten Ordnung in Bezug auf alle Variablen. 
Hat man z. B. die zwei Gleichungen 


aA +BTE+OHH+DEHEy+Fe+H=0, 


d? $ 
A cy +B + ci a —+Ey+Fr+H —0, 
so ersetzt man dieselben durch das Ren System : 
nn i BA ei 
T s > Par, 
dy’ dz’ 
AHB +O + Dz + Ey + Fz +H =0, 


i 1 l 


Die beiden letzten geben sy y = als lineare Functio- 


nen von y’, 2‘, y, z; und indem man so verfährt, wie wir ange- 
geben haben, wird man vier Gleichungen von folgender Form 
erhalten: 


M My +Ne® +PytQ@z+ MR, 
a — My! 4 N” z’ + VAI -+ Q" z + R“. 


Man eliminirt z, 2‘, y’ zwischen diesen vier Gleichungen, 
und erhält eine lineare Gleichung der vierten Ordnung in y. 
Wenn sie integrirt ist, so substituirt man den Werth von y in 
drei der vorstehenden, und zieht daraus den Werth von z, 
welcher die vier Constanten enthalten wird, welche schon in y 
eingingen. Befolgt man den anderen Weg, so differentiirt man 
jede der gegebenen Gleichungen zweimal und hat dann sechs 
dtz 


Gleichungen, zwischen welchen man z, sE PRE von —— elimi- 
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nirt. Nachher substituirt man y seinen Werth als Function 
von æ und vier willkürlichen Constanten in den fünf Gleichun- 
gen, und man zieht daraus den Werth von z als Function von 
x und denselben willkürlichen Constanten. 


Simultane lineare Gleichungen von der ersten 
Ordnung. 


78. Diese Gleichungen lassen sich in Bezug auf die Ab- 
leitungen der m Variablen y, z, ...,u auflösen; und zunächst 
setzen wir voraus, dass die Coefficienten dieser Variablen ge- 
gebene Constanten seien, während die Terme, welche von 
ihnen unabhängig sind, beliebige Functionen von æ sein kön- 
nen. Wir haben also Gleichungen von folgender Form: 


d 
+ Ay +B +: t Pu =& 


dz 
(1) Ber + Bz +:--+Pu=X,, 


du + Any + Bar +: + Pau = Xn. 

Man könnte sie nach den vorhergehenden Methoden be- 
handeln, und würde zu einer linearen Gleichung der mten 
Ordnung mit constanten Coöfficienten gelangen. Aber ein- 
facher ist die Anwendung des folgenden Verfahrens. 

Indem man diese Gleichungen, von der zweiten an, mit 


Unbestimmten 4, 9... , d]—ı multiplicirt und dann addirt, 
erhält man 

RA den) en Im) 1 (++ Ad 
(2) +(B+B4+--B0m-ı)2+- 


+(P+PIh+-+Pndm-ı)U 
= K+%A+-+X,0n-1: 


Diese Gleichung würde nur die einzige Variable y + 4,2 +: 
+ 9„-ıu enthalten, wenn die Verhältnisse der Coöfficienten 
von 2,...,u zu dem Coöfficienten von y respective Oi, Oz» ++», 
m—ı wären; und diese Bedingungen bestimmen, wie wir so- 
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gleich sehen werden, die Werthe von %,..:,dm-ı: Be- 
zeichnet man durch — a den unbestimmten Coöfficienten von 
y, so ist man zu den m Gleichungen geführt 


A+A9 +: + AnIm-ı= — 0 
(3) B, + Bahi +: + Budm-ı = — ab, 
ER + P0 + ti? + a PO Fee EE y ARR 
Diese Gleichungen bestimmen die m Unbekannten a, 
b, ..-, Om—ı, und wenn man durch X die bekannte Function 


X H Xh Heee H Imbm-ı 
bezeichnet, so wird die Gleichung (2), indem man y -+0,2 +--+- 
+ 09. —1% = v macht, 


(4) mare, 


eine lineare Gleichung, welche man integriren kann. Aber 
beschäftigen wir uns zunächst mit der Auflösung der Glei- 
chungen (3). y 
Indem man die erste zur Seite lässt, hat man m — 1 
Gleichungen ersten Grades, welche 9, Ws... ,dm-ı als 
Functionen von a bestimmen; setzt man sie in die erste, so 
hat man nur noch die Unbekannte a, und man sieht leicht, 
dass die Gleichung vom Grade m sein wird. : In der That, 
wenn man die Coöfficienten derselben Unbekannten in den m — 1 
Gleichungen, woraus man (h, +»: , Ôm—ı zieht, durchgeht, so 
bemerkt man, dass a im ersten Grade vorkommt in dem Üoef- 
ficienten von 4, in der ersten, von 6 in der zweiten, etc., 
endlich von Ôm—ı in der letzten, und dass es in keinem an- 
deren vorkommt. Also wird der gemeinschaftliche Nenner der 
Werthe dieser Unbekannten a im Grade m— 1, und der Zäh- 
ler nur im Grade m — 2 enthalten. Wenn man nun die Sub- 
stitution in der ersten macht und den Nenner wegmultiplicirt, 
so erhält man offenbar eine Gleichung vom Grade m in a. 
Die Gleichung (4) giebt 


v=ear(C +f Xeer da) =y + he +: FIn 


Wenn man in diese Gleichung successive die m Werthe von a 
setzt, so hat man jedesmal verschiedene Werthe für 6, ..., 
Om—ı , und für die Constante C kann man willkürliche ver- 
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schiedene Werthe nehmen, weil alle diese Gleichungen unab- 
hängig von einander bestehen. 
Man erhält auf diese Weise m Gleichungen ersten Grades 


zwischen æ und den m Variablen y, z,..., u. Die Werthe 
dieser Variablen als Functionen von æ enthalten m willkürliche 
Constanten Ci, C,,..., und sind von der Form 


y= ea(O-4 Xeada) aent Cy-+-f Xe- srda), 
(5) z=ß ea (C +[Xe-arda) ße» *(G+fXe-@rde)+--, 


Die Werthe der Constanten lassen sich sehr leicht bestimmen, 
wenn man für einen gewissen Werth sọ von æ die Werthe 
Yos Zos» -- s % der Functionen y, 2,...,% kennt. In der 
That, der Einfachheit wegen wird man alle Integrale von =, 
an nehmen; und wenn man g — æ macht in dem oben ge- 
fundenen Werthe für v, so hat man 
Cerri i y +F hzo +: + Om—iwo, 

wäs die Constante C bestimmt, welche zu irgend einem der 
Systeme a, 6,... gehört. Man kennt also auf diese Weise 
die m Constanten Ci, 0, ..:, Cm 

Wenn die zweiten Glieder der Gleichungen (1) Null wären, 
so würde man nur haben 

y = Cuens 4 Aa pa 
2 = Chiens 4- 

Wenn man alle a pi m, eine, gleich Null 
nimmt, so hat man Auflösungen von der Form 

. y = Cy ent, z = Chiens. 

Die Verhältnisse der Variablen sind dann constant, was auch 
C sei; und die allgemeinen Werthe sind aus den Summen die- 
ser particulären Auflösungen, welche den verschiedenen Ex- 
ponenten aı ,.... , @m entsprechen, gebildet. 

79. Als Beispiel nehme man die zwei Gleichungen 


W E+Ay+Be=0, E4 Ay+Be=0. 
Indem man die zweite mit 0 multiplicirt und zur ersten ad- 
dirt, so kommt 


WEM Ea Hadit (B+HB)2—0. 


Setzen wir 
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(B) y+0:=v, A+HHA=—a, B+H$HB = — a49, 
so wird die vorige Gleichung 
dv 


(y) Ta 2 =O, 
und # ist durch die Gleichung bestimmt 
a ske = A + 04A 
oder 
nn o a a e a 


Es seien 01, 6%, die beiden Wurzeln dieser Gleichung; v, v 
die entsprechenden Werthe von v; a,, a, diejenigen von a 


man hat 
y + hz =n, y +F hz =v, 


woraus man zieht 


Opit | RN v0 — v2 hı 

BTh ITTE 

Nun güebt die Gleichung (y) v — Ce«*; und wenn man durch 
Ci» C2 die Werthe der Constante C bezeichnet, welche mit 6, 
0z correspondiren, so werden die Gleichungen (e) 


(€) a 


NEE Coers mas Cjea® Hk”, G zens — Cz 0e% 
ee o e 


Wären die Wurzeln der Gleichung (ô) imaginär, so würden 
die Werthe von y und z sich unter einer imaginären Form 
darbieten, und man würde ihnen die reelle Form durch die 
gewöhnlichen Transformationen geben. Aber wenn diese Wur- 
zeln gleich wären, so würden die Nenner von y und.z Null 
sein; die Formeln (¢) wären jetzt absurd, wenn man nicht an- 
nehmen wollte, was man thun kann, dass die Constanten 
Cz, Cı gleich würden zu gleicher Zeit mit 6, 01, und diese 
Formeln würden dann die Werthe von y und z unter der 


Form S geben. 


Um aus den Gleichungen (¢) die auf @iesen besonderen 
Fall bezüglichen Werthe abzuleiten, kann man annehmen, dass 
die Coefficienten der Gleichungen («) oder nur ein unter ihnen 
nach Belieben gewählter so modifieirt seien, dass die Werthe 
von 0 nicht mehr gleich sind, und kann nachher diese Coëf- 
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ficienten gegen die gegebenen Werthe convergiren lassen. 
Es wird genügen, dass man die Grenzen der Werthe von 
y und z mit zwei willkürlichen Constanten finde, um die ge- 
suchte Auflösung zu haben. Man könnte hierzu denselben 
Weg einschlagen, der früher in einem ähnlichen Falle befolgt 
wurde; aber es ist möglich die Rechnung durch folgende Be- 
trachtungen abzukürzen, welche auch in anderen Umständen 
anwendbar sind. 

Man bemerkt zunächst, dass die beiden Glieder der Brüche, 
welche y und z darstellen, betrachtet werden können als 
Functionen der Variable #,, welche gegen die Grenze ð, con- 
vergirt: denn a hängt von # ab durch die zweite der Glei- 
chungen (ß), und die gegen C, convergirende Constante C, 
kann betrachtet werden als eine willkürliche Function von ®, 
welche zur Grenze C, hat. Man kann daher die Formeln (8) 
nach den gewöhnlichen Regeln für Brüche behandeln, welche 
sich für einen besonderen Werth eines Buchstaben, den sie 
enthalten, auf S reduciren. 

Indem man also in Bezug auf 4, die beiden Glieder der 
Brüche, welche z und y darstellen, differentürt, erhält man 
für den ersten 


dC x x day 
a + Cren 40,’ 
und für den zweiten 
Gear — 9, d0 ent — (50 en? aih ’ 


dd, dbz 

und man erhält die Grenzen von y und z, indem man in die- 
sen Ausdrücken z — A, & = a, Cz = C, macht und be- 
rücksichtigt, dass A eine vollkommen willkürliche Constante 
C gir wird, weil C, eine willkürliche Function von ®, ist. 
Was ge betrifft, so bestimmt man seinen Werth vermöge 

2 

der zweiten Gleichung (ß), in welcher A und A, constant sind, 
und welche giebt 


da 


= Aa. 
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Man findet auf diese Weise für den Fall der NA Wurzeln 
z= (C — GA) eaz, y = (Cà — h C+ h GAgenr., 
80. Wenn in den Gleichungen (1) die Coëfficienten 4, 
As, :.:5 Pı, Pi; --. Functionen von x wären, so müsste 
die angewandte Methode nothwendig modificirt werden, weil 


dy dz du . . 3 
ps +o Ta +... + Im- Ep nicht mehr die Ableitung von 


yH biz -+ -+ Oniu sein würde, da die Factoren 
Os ==, Om—ı nicht mehr constant sein könnten. Dennoch 
würde man in derselben Weise anfangen und setzen 


y+Mz2+::-+9„-ıu =», 


er man ziehen Ki 
dv dd, Um. 


240 AE ret Min n m gia T Wiis y g Hr, 


ai vorige Gleichung würde dazu dienen, um y aus der durch 
Addiren der m Gleichungen erhaltenen Gleichung zu elimini- 
ren ; nachher würde man die Coëfficienten der m — 1 Variablen 
Z, ..», u in dieser Gleichung gleich Null setzen; hieraus wür- 
den zunächst m — 1 nicht lineare Gleichungen der ersten Ord- 
nung zwischen den m— 1 Variablen i, -. -, Om—1ı resultiren, 
und ausserdem eine lineare Gleichung der ersten Ordnung in 
v, welche man nach der Bestimmung von 61, . ., Om behan- 
deln würde. Um ein Beispiel von diesem Verfahren zu ge- 
ben, seien die beiden Gleichungen 


d d 
@ F tH4y+Bz=X, F +4y+B z= X; 


die zweite mit # multiplicirend und zu der ersten addirend, 
erhält man » 


O 3402 4+4+0M)y+B+0B):—=X+0X.. 


Wia wir 


y + 0z =v, woraus y = v — Oz 


und 
A de a „49, 
Flo aa a RR 3 ik 
die Gleichung nr wird a 
dv do TR : 
n— (+4 #+4—B0-B]+(A RR, 
Duhamel, Difl.- und Int.-Rechnung. U. 7 
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OR 


Setzt man den Coöfficienten von z gleich Null, so hat man 
statt dieser Gleichung die zwei folgenden: 


a a er 
(e) 
2 +A+9N=X+OR. 


Man wird damit anfangen, dass man die erste zu integriren 
sucht, welche nur 9 und æ enthält; und kann man dahin ge- 
langen, so wird die zweite v ohne Schwierigkeit geben. Nach- 
her wird man y und z bestimmen, indem man zwei Werthe 
von 4 nimmt, welche zwei Werthen der darin enthaltenen 
Constante entsprechen. 

Wenn die Coëfficienten constant sind, so kann man der 
ersten der Gleichnngen (c) genügen, indem man setzt 

49®+(A—B)9—B=0, 

was für 0 zwei Werthe geben würde; man würde folglich zwei 
für v finden und daraus y und z ableiten. Man könnte auch 
die Gleichung in 0 allgemein integriren und zwei Werthe die- 
ser Function von æ nehmen, welche zwei Werthen der Con- 
stante entsprechen, wie in dem Falle wo die Coäfficienten 
Functionen von æ waren. 

Dieses letztere Verfahren wird mit Vortheil auf den Fall 
angewandt, wo die beiden Wurzeln der Gleichung 

A,69%® + (A—B)9—-B—0 

gleich sind, also die durch das erste gegebenen Formeln illu- 
sorisch werden. In diesem Falle hat man, wenn « diesen 
Werth von 0 bezeichnet, 


dd ® 
da + 4ı 0-0)? =0, 


daher 


1 
nd T T S 


wo c eine willkürliche Constante. Indem man c die beiden 
Werthe O und œ giebt, welche hier die bequemsten sind, 


findet man für 4 die zwei Werthe « und « + m ‚welche sub- 
1 


stituirt in der zweiten Gleichung (c), zwei Werthe von v ge- 
ben werden, aus denen man y und z zieht. 
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81. Andere Methode für den Fall der constan- 
ten Coäfficienten. — Wenn die zweiten Glieder X7,..., Xm 
der Gleichungen (1) fehlen, so bemerkt man zunächst, dass 
die Summe mehrerer Systeme von Werthen für y,...,% 
welche einzeln diesen Gleichungen genügen, ihnen auch ge- 
nügt, und dass man folglich nur m Systeme zu finden braucht, 
von denen jedes eine willkürliche Constante enthält. 

Hierzu kann man willkürliche bestimmte Verhältnisse zwi- 
schen den Variablen annehmen, indem man setzt 

z=ay,..,„u=uy; 

woraus die folgenden Gleichungen resultiren: 


Pya p Bet RAO, 
a SE Fy (d Bia peg Pat) = 0, 


Damit diese able übereinstimmen, hat man die m — 1 
Bedingungen 


Ard Ba Aii HAMA Bra FR. 
Auch Burke A A Zi E E 


oder indem man eine neue Unbekannte — a einführt, welche 
den allen zweiten Gliedern gemeinschaftlichen Factor repräsentirt, 
A + Ba +-:-:-+Pu=-—a, 
|á, +Boa+:..+Pu =— as, 
la. +Bne + TFfat = — an. 
Wenn man aus den m — 1 letzten die Werthe von «, ß,: u 
zieht, so erkennt man wie oben, dass die Gleichung in a vom 
Grade m ist, und es würde leicht sein, die Identität dieser 
zwei Gleichungen in a aus der Form der Gleichungen (3) und 
(6) zu erweisen. i 
Für jeden Werth von a hat man ein System Werthe von 
œ, ,..., u, und es handelt sich nur noch darum, y zu ken- 
nen, welches durch die Gleichung gegeben wird 


(6) 


Y_y=0, 


Pte d 
AYN TRIR:Org:pi 


> A 


7* 


— 10 — 


woraus y— (e“*, während C willkürlich; man hat also eine 

Auflösung der vorgelegten Gleichungen, indem man nimmt 
EGEREN alae Open, nn. nme C Rent, 

Man erhält m ähnliche Systeme, indem man für a seine 

m Werthe nimmt; jedes von ihnen enthält eine willkürliche Con- 

stante, und addirend hat man die allgemeine Auflösung der 

Aufgabe durch die Formeln ausgedrückt: 


y = (Gear + Dear +... + („etmt, 
(7) )z = G aent Homer? +... Onametmt, 

X = Ciment -H Coupen? < FE + Onlmet m? 

Wenn mehrere der Wurzeln a), @,..., a, gleich wären, so 
würde man verfahren, wie wir dies schon bei demselben Um- 
stande gethan haben, und die Werthe von y, 2,..., u wür- 
den immer m willkürliche Cönstanten enthalten. 

82. Es ist leicht von diesem Falle auf jenen der Glei- 
chungen (1) überzugehen: hierzu braucht man nur den Con- 
stanten C}, C2, +» -, Cm Functionen von x zu substituiren, wie 
man dies schon in Nr. 41 gethan hat. 

Indem man die Gleichungen (7) differentiirt und die Werthe 

du. 9 31, h 
n =, ah 2 in den Gleichungen (1) substituirt, bleiben 
nur die mit den Differentialen von C,,..., Cm behafteten 


Terme und die zweiten Glieder X,,..., X, stehen. 
Man erhält auf diese Weise 
ir, [A + RR ame Un at K, 
a v d C 2 d C mr dln 
we` 7; tm a TN tu e? ia Amt 
Hieraus zieht man die Werthe von 26 Ko oa d Cn als 
dæ dæ 


Functionen von x; und, indem man sie integrirt, kennt man 
Cis... Cm. Substituirt man diese in den Gleichungen (7), 
so hat man die allgemeine Auflösung der Gleichungen (1) 
mit den m Constanten, welche von den auf C),..., Cm be- 
züglichen Quadraturen herrühren. 


BISLIOTERA 
WW.raEWECZR 
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83. Man kann auf simultane Gleichungen eine Bemer- 
kung anwenden, welche früher in dem Falle einer einzigen 
Differentialgleichung gemacht wurde. 


Es seien z. B. die Gleichungen der ersten Ordnung 
) Fayay)=0, Say y, 2) = 0, 
worin y=, z’ = Ja 

Nehmen wir an, dass man die allgemeinen Integrale dieser 
zwei Gleichungen kenne, und stellen wir sie dar durch 


(2) e AE D aAA A R 
während a und b zwei willkürliche Constanten. 

Die Gleichungen (1) würden identisch werden in x, a, b, 
wenn man darin die Ausdrücke (2) substituirte. Wenn wir sie 
in Bezug auf a unter dieser Voraussetzung differentiiren, so 


erhalten wir Resultate, welche identisch Null sind; woraus die 
Gleichungen hervorgehen 


aF dy , dFdz dF dy' dF dz’ 
dy T ae tay PaE 7 eia, 
af dy y hhli En 


dy da dz dat dy’ da dz' da Í 
oder, indem man tf = u, diz — v setzt, 
da da Y 
SE dF du dF dv 


+2 Bu I Fr Pai 


du df dv 
Di + et 


(8) 


Denken wir uns jetzt, dass man in den Coöfficienten a L 


für y, z, y’, z ihre Werthe in æ, a, b gesetzt habe, so hat 
man zwei lineare Gleichungen in u, v mit Coëfficienten, die 
Functionen von x sind, und es wird ihnen genügt, wenn man 
darin für u und v die Functionen dip 5 dy setzt. 
da’ da 
In gleicher A würde man sehen, dass die Gleichungen 


dy 
(3) die Aisig © Ib 4 r zulassen. 
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Wenn man daher durch A und B zwei willkürliche Con- 
stanten bezeichnet, so sind die allgemeinen Integrale der Glei- 
chungen (3) 


Dr 2? 
u= A PBR, 
„ayp 


Hätte man nur Werthe von y und z mit einer einzigen Con- 
stante « gegeben, so hätte man nur ein particuläres Integral 
des Systems (3) erhalten können. 

Man sieht auf diese Weise, dass, wenn man die allgemei- 
nen Integrale simultaner Gleichungen von beliebiger Form und 
Ordnung kennt, man ein System von simultanen linearen Glei- 
chungen bilden kann, welche respective von derselben Ordnung, 
mit variablen Coëfficienten sind, und deren allgemeine Integrale 
sich aus den ersten durch einfache Differentiationen ableiten 
lassen. 
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Integration durch Reihen. 


84. Wir sahen schon, wie man vermöge der Theoreme 
von Taylor und Maclaurin das Integral einer Differential- 
gleichung von beliebiger Ordnung in eine Reihe entwickeln 
kann. Man gelangt auch dazu vermöge der unbestimmten 
Coöfficienten. Wir wollen einige Beispiele der einen und der 
anderen Methode ‚geben. 

Betrachten wir zunächst die Gleichung 

2 
(1) o TE 42E ney = 0; 
man findet differentiirend 


d? d2 d 
a a 


Ëy = 
Be A +8 etz HA 


„de 
a Toan Y (m + nz + na a I4 (m — Ini —5=0. 


Indem man in er diesen Gleichungen = — 0 macht, 
hat man 


ay 0, 0a Bau ® 


an O E T T A N, 
und N für m ungerade 
dm y 0, 
dan 
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und für m gerade 
doy n? y 
dam =. ne m+1' 
je nachdem m durch 4 theilbar ist oder nicht. 
Man zieht hieraus 
ng? n? gt mat g’ g) 


y= n (1— A EA S O aaas CVT AA 
2% sin.eVn 
— Yo BE Va . 
Indem man also durch C die willkürliche Constante 4 T dar- 
n 
stellt, hat man 


we Csin. Vn 


& 


Dieser Ausdruck, da er nur eine Constante enthält, ist 
nicht das allgemeine Integral; er giebt nur dasjenige, welches 
sich nach der Formel von Maclaurin entwickeln lässt. 

Da man ein particuläres Integral kennt, so erhält man das 
allgemeine Integral, indem man C als Function von æ betrach- 
tet; und man wird nach der früher auseinandergesetzten Me- 
thode zu einer linearen Gleichung der ersten Ordnung geführt. 

Man findet zunächst, indem man den Werth von y in der 
vorgelegten Gleichung 

= + Va S — = otg. aVn = 0; 


dC 
Ta P setzend gelangt man zu 


C 
(ala). 
während C, eine willkürliche Constante; daraus leitet man her 
C = C + 0" cotg.z Vn, 


worin C’ und C” willkürliche Constanten. Das allgemeine 
Integral der vorgelegten ist also 


(2) EN C'sin.æx Vn na Oi cos. E i 
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85. Durch Anwendung der Formel von Taylor statt 
jener von Maclaurin würde man das allgemeine Integral er- 


halten. Die Gleichung (1) würde den Werth von En als 
| | d &2)o 


Function von yọ und (3) , welche sich auf den willkürlichen 
å 0 
Werth x, beziehen, ergeben; und ihre successiven Ableitungen 
3 
ergeben (=) etc., wodurch die Entwicklung von y nach den 
0/0 


Potenzen von æ— x, mit zwei willkürlichen Constanten be- 
stimmt wird. Man kann leicht verificiren, dass dieser Werth 
von y zusammenfällt mit demjenigen, welchen die Gleichung (2) 
giebt, indem man letztern nach den Potenzen von 2 — x, ent- 
wickelt, nachdem er zuvor auf die Form gebracht ist 


C, sin . (æ — æ) Vn + C; cos . (æ — so) Vn 
1 + 


86. Integriren wir jetzt dieselbe Gleichung durch die 
Methode der unbestimmten Coöfficienten. Es sei 


y = qa" + aah t aat + PIE AE OE 
Aus dieser nach steigenden Potenzen von æ geordneten Reihe 
leitet man ab 


ny = nų s* + naat 4 naga! +..., 
— 2a, a0"? + 2, Bar? +24y27? +..., 


d i 
aaa? Hap (6—14 ay (y1) 


Die Summe der zweiten Glieder dieser Gleichungen muss 
Null sein, was auch æ sei, zufolge der vorgelegten Gleichung; 
welches verlangt dass die Coëfficienten der verschiedenen Po- 
tenzen von æ dosein Null seien. 

Der kleinste Exponent ist @— 2; der Coëfficient des Ge- 
sammtgliedes von diesem Grade giebt die Bedingung e (@«+1)=0, 
welcher man genügt durch « —=— 1 oder « =0. 

1. Es sei «= — 1. Da das Glied na, æ“ nicht von selbst 
verschwinden kann, so muss es sich mit anderen aufheben; dazu 
ist aber nothwendig, dass «œ nicht unter ß—2 liege. Wenn 
B—2< «, so. muss (B +1) = 0, damit die Glieder vom 


y = 


a |w 
Sia 
ge 
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Grade 8—2 sich zerstören, was nur ß=( giebt, weil B>«. 
Hierauf muss man haben 
y—2 =a, d—2=Bß,...; 
die Coëfficienten geben die Bedingungen 
ay (y+ I) +nrna = 0, ô+ pna = 0,.... 


Man zieht aus diesen verschiedenen Gleichungen 


ve Bet ei Bed, si Ay 
u Vase 
or T RES NR T mega E. T: E ol 
dz n do N? 


RT HERE EINE 3. EE AAN 


Es giebt also zwei unbestimmte Constanten a, a, und 
der Werth von y ist 


IR +75 N a AAT 
Aa PRR E SLEE A VE prasat) 


n g? n? æt 
pal e ) 
oder 


A TR Vn 
acos.æ V n Vn 
y = — + 


& & 


’ 


welche Auflösung identisch ist mit der schon gefundenen. 
Wir haben ß— 2 < «œ genommen, aber wir hätten 
ß — 2 — « nehmen können. In diesem Falle würden wir 
a cos. Vn 
æ 


allein y = gefunden haben, was nur ein particu- 


läres Integral ist. Die Auflösung würde nur vollständig wer- 
den, wenn man auch die Annahme « — 0 macht, welche wir 
jetzt untersuchen wollen. 

2. Es sei «= 0. In diesem Falle kann man nicht haben 
B—2< «, weil der Coöfficient von #?—* Null sein müsste, 
was (B + 1) = 0 geben würde, eine unmögliche Gleichung 
wel 8 œ> «a. Man hat also $ — 2 = «a, und folglich 
Y dk ze 2 ß ER E 

Die Exponenten haben daher die folgenden Werthe 

ALIS Bee 
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0 
die Coefficienten werden 


SE Qn EN an? 
ET RE KR ER ur E TI ME 
und folglich 


2 sin.æ Vn 

BR A 

ne TEE E E t 

Man findet also wieder nur ein particuläres Integral, weil nur 

eine willkürliche Constante darin vorkommt. Vereinigt mit 

dem vorhin gefundenen würde es das allgemeine Integral geben. 
87. Es sei noch die Gleichung 


d2 1d 
ar ua, 
indem man setzt 


y = AoT + A, zÊ + As! +..., 


ggm est? Haar... >» 
2 
U — hal 1a HA pB) Asp (0—1) 

Die Summe der zweiten Glieder dieser drei Gleichungen 
soll identisch Null sein. Die Glieder mit 2°”? müssen sich 
aufheben, dies giebt «(«e— 1) + « = 0 oder « = 0. 

Die Glieder mit xê —2 können hier nicht: von niedrigerem 
Grade als œ sein; denn ihre Coëfficienten würden ß—=0 geben, 
was nicht sein kann. Also 

B—2=eu, y—2=Pß,.... i 
Daher 
see ea, AR 
Die Coefficienten geben die Bedingungen 
A» +A=0, A?+A=0,..., 
woraus 


’ 4, Re... S dı 
A, = — = A; = z A=- app 


und folglich 


N i gi gs 
y=4(1 -atap ape Tt: )- 
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Dieses Verfahren liefert nur ein particuläres Integral, da nur 
eine willkürliche Constante eingeht. 
88. Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die Glei- 
chung 
d2 
Ares 
wird man finden 


x? 23 æt g5’ 
y o (2 -atas Fat 2): 
welches wieder ein particuläres Integral ist; woraus man 
schliesst, dass das allgemeine Integral nicht entwickelbar ist 


nach den positiven oder negativen, ganzen oder gebrochenen 
Potenzen von «. 
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Integration der Differentialgleichungen mittelst 
bestimmter Integrale. 


89. Wir haben Mittel gegeben um, in gewissen Fällen, 
die Integration der Differentialgleichungen auf diejenige von 
Functionen: von æ oder von y allein zurückzuführen. Wenn 
dies nicht möglich ist, so sucht man bisweilen das Problem 
zurückzubringen auf die Integration einer Function, welche x 
und eine andere Variable enthält, in Bezug auf welche man 
zwischen bestimmten Grenzen integrirt, indem man æ als eine 
Constante betrachtet. Diese Form eines bestimmten Integrals, 
welche man y giebt, ist oft nützlich in den Aufgaben der ma- 
thematischen Physik, und sie würde es noch viel mehr sein, 
wenn man Tafeln hätte, welche den Werth dieses Integrals 
für irgend einen Werth der darin enthaltenen Constante æ er- 
kennen liessen. ® 

%. Ein Mittel, das man oft anwendet um auf diese Weise 
den Werth von y zu erhalten, besteht darin dass man zunächst 
diesen Werth in eine Reihe entwickelt, und diese Reihe sum- 
mirt, wenn man eine einfache Relation zu erkennen vermag 
zwischen ihrem allgemeinen Gliede und dem bestimmten Inte- 
grale des allgemeinen Gliedes der Entwicklung einer bekannten 
Function von æ und einer anderen Variable, auf welche Va- 
riable sich die bestimmte Integration bezieht. Wir werden dies 
durch Beispiele erläutern. 

Es sei die Gleichung 


www.rcin.org.pl 


e 5 ı p 
d?y m = 
(1) Ta ie Bd ny == 0; 
welche sich in vielen K der Physik und Mechanik dar- 
bietet. Indem man sie durch die Methode der unbestimmten 
Coëfficienten integrirt, erhält man die beiden folgenden Reihen, 
von denen jede ein particuläres Integral liefert: 


Ai w- m+3 (2 A æ- m45 
am ——— Bine: 92 MRS 2 
Jag 1.(—m +3) ` 1.2.—m+3) (—m-+5) l 
-3) mp | 
+ Ba mean, gr Fo T 
2 =) ai 
Tas 


1.(m-+1) m 1.2.(m +1) (m+ 3) 


n\8 h 
az (2) ri 


— 1.2.38. (m+ 1) (m+8) (m +5) ar 


(= = m?» 
2 

TS ar Der ahei Tog 
Wenn man diese beiden Werthe von y addirte, so würde man 
das allgemeine Integral mit zwei willkürlichen Constanten A 
und A‘ haben. Die erste dieser Reihen wird illusorisch wenn 
m eine ungerade positive Zahl ist, und die zweite wenn m eine 
ungerade negative Zahl ist. Also besteht in allen Fällen eine 
von beiden, und wir wissen wie man, wenn ein particuläres 
Intégral bekannt ist, das allgemeine finden kann. Bezeichnet 
man durch y, das bekannte Integral, so wird das allgemeine 
Integral durch die Formel gegeben 


(2) y = Oy AH C yi 


Um eine Reihe von derselben Form wie die zweite der 
beiden vorigen zu erhalten, betrachten wir zunächst die fol- 
gende Entwicklung: 


dæ 


EM y? 


&? cos oe &4tcos 0t (— a2)? cos 0?P 


cos(acosw)=l1-— —— + ——— Bw R e- 1.2.3...2p +...; 
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multiplieiren wir die beiden Glieder mit sin @”-!do und inte- 
griren zwischen 0 und x, indem wir jedoch m positiv voraus- 
setzen, ohne welche Bedingung das Integral unendlich sein 
würde. Nimmt man dabei Rücksicht auf die folgende Formel, 


welche durch bekannte Reductionen erhalten wird 
m 


fos w? isin v” do 
0 
n 


4 1ER 
+2) Uute... uti 2)(u+ 20), 
und worin man, aus demselben Grunde, u > — 1 voraussetzen 
muss, so gelangt man zu der Gleichung 
m n 
foos(«eoso) sinoa”1doa = | smoam-ldo — ... 


0 0 
TE 


(-3) [mon 
— — sino”! do 
2 ô 


BUCH EP E re E A P a 


oder, indem man «— £ Vn setzt, und F sina”-!do als Factor 
0 


smo” do, 


heraussetzt, 
of (æ Vn cos 6) sin 0”! d 
i E a SA E KOEN E A 


= f sin ori do 
0 
Huur + 
1.2..p.(m+1)(m-+3)..(m-+2p—1) |7 
was nichts Anderes ist als unsere zweite Reihe, bis auf einen 


constanten Factor. Das Integral, welches sie ausdrückt, kann 
folglich unter die Form gebracht werden 


( na? p $ 


re 
le B fcos(æV n cos 0) sin o” do , 
0 


wofern man hat m > 0. 
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Was die erste Reihe betrifft, welche sich so schreiben 
lässt: 
/ nag? næ? 2 


BER DU T a 
1.(-m+3) ' 1.2. m+3)(—m+5) 
na? \P 
N ru CEE 
1.2..p.(—m-+3)—m+5)..(—m-+2p +1) 
so sieht man dass die eingeklammerte Reihe sich von der vori- 
gen nur durch die Veränderung von m in —m + 2 unter- 


scheidet. Man kann daher diese letzte Gleichung unter die 
folgende Form bringen, wofern man hat m < 2, 


y= A am 


m 
y == Di am f cos (x Vn cos w) sin o= do, 
0 


worin B, eine willkürliche Constante. Das allgemeine Integral 
der Gleichung (1) ist folglich 


m 
Ye B f cos (æ Vn cos œ) sin a ™—! do 
0 


(3) NEL 
+ B; ulm [cos (Vn cos 0) sin o!™ do, 
0 


allemal dann wenn man die beiden Bedingungen hat 
=> 0, mE, 

Wenn m ausserhalb dieser Grenzen liegt, so wird nur noch 
ein einziges der beiden Integrale bestehen, und die Gleichung 
(3), reducirt auf einen der beiden Terme, wird nur ein parti- 
culäres Integral geben. In diesem Falle giebt die Gleichung 
(2) das allgemeine Integral.. 

Betrachten wir jetzt die beiden besonderen Fälle, wo m =0, 
und m = 2. 

91. Es sei zunächst m — 0, was die vorgelegte Gleichung 


aut Taa + ny = 0 reducirt. Man muss sich auf den zweiten 


Theil der Formel (3) beschränken, und man hat das particu- 
läre Integral 


} 7 
YaBB ef cos (æ Vn cos w) sino do. 
0 


www.rcin.org.pl 


RR. Ae 


Indem man die Integration ausführt und durch € eine will- 
kürliche Constante bezeichnet, kommt 

yi = C sin. æ Vn. 
Die Formel (2) giebt folglich, indem man durch C, eine zweite 
willkürliche Constante bezeichnet, 


(4) y = C sin.æ Vn + G cos.æ Vn. 
Einfacher würde man zu diesem Resultate kommen durch 
directe Behandlung der Gleichung 


d2 
Tat ny= 0: 


Indem man so verfährt, wie wir dies für die linearen Glei- 
chungen mit constanten Coëfficienten angegeben haben, findet 
man unmittelbar die Formel (4), 
92. Es sei jetzt m — 2, und folglich 
d2 2:4 
(5) TS = => +ny = 0; 
man behält nur den ersten Theil der Formel (3) bei, und in- 
dem man die Integration ausführt, findet man 
Csin. Vn 
Yı er — RN ar Fan . 
Hiernach giebt die Gleichung (2) den Werth des allgemeinen 
Integrals a ee: 
AW Csin. Vn + G cos.æ Vn 
— een: 
Man könnte die Gleichung (5) direct behandeln und y — Ye 


setzen; man würde erhalten 
d2 u 
Fr -L- nu = 0 , 


woraus 
AE EO Csin. Vn- C cos. aV n 
Be a E SEA ia Taaa S KAA NREN A 
93. Es existirt ein anderer besonderer Fall, der einen 
Kunstgriff erfordert analog demjenigen, welchen wir mehr- 
mals in gewissen Fällen von gleichen Wurzeln angewandt 
haben: der- Fall nämlich, wo m — 1; die beiden Theile der 
Formel (3) reduciren sich jetzt auf einen, und man hat nur 
noch ein particuläres Integral, obgleich der Werth von m zwi- 
schen die Grenzen 0 und 2 fällt. Man könnte zwar wieder 
Duhamel, Difl.- und Int.-Rechnung. I. 8 
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auf die Formel (2) recurriren; aber viel einfacher erhält man 
das allgemeine Integral in folgender Weise: 

Ersetzen wir m durch 1 + ô in dem zweiten Theile von 
y in der Formel (3); er wird 


m 
Bi ams f: cos (æ V n cos ©) sin o™—” do 
0 
aber 
O + Sie -..., 
sin v~l — 1—ðlsino + 5 lano? — ...; 
daher 
a" na" = 1 — ô (le + lsino) +.. :; 
und der zweite Theil des Werthes von y wird, indem man die 
höheren Potenzen von ô als die erste vernachlässigt, 


m 
B, f cos (@ Vn cos w) do 
0 


— Bı Fa cos (æ Vn cosw) (le + lsin w) do; 
0 
ebenso wird der erste Theil von y 
B foosceVn eosa)do-+ Bò f cos V7 n cos ©) l sino do. 


Aaike wir diese beiden Asdriicke und setzen B+B, = C, 
während C eine willkürliche Constante bezeichnet, so erhalten wir 


7 
y= C f cos (æ Vn cos w) dw 
E 7 
+ (B — C) òf cos (x Vn cos w) (læ +l sin w) dw 
0 - 


gi 
+ Böf cos (æ V n cos œ) Isino do. 


0 
Lassen wir jetzt ö gegen Null und Bô gegen eine willkürliche 
Constante C, convergiren, so erhält man für den vollständigen 
Werth von y, indem man zur Grenze übergeht und bemerkt 
dass læ + 2lsin o — l (æ sin @2), 


m 
y C f cos («æ V n cos w) do 
N 
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+f cos (æ Vn cos ©) l (x sin @?) do . 


Dies ist dis allgemeine Integral der Gleichung 
| d? Lä 
(6) TS = T + ny = 0. 

94. Es ist gut, wenn man bemerkt, dass allemal wenn 
m eine positive oder negative gerade Zahl ist, einer der beiden 
Theile des durch (3) gegebenen Werthes von y ohne irgend ein 
Integrationszeichen ausgedrückt werden kann; was den anderen 
betrifft, so ist er nieht zu nehmen, da m ausserhalb der Grenzen 


O und 2 liegt. Um dies zu beweisen, bezeichnen wir allgemein 
7T 


durch A, das bestimmte Integral f cos (A cos œ) sin œ? do; die 
0 


theilweise Integration liefert die folgende Relation, p > 3 
vorausgesetzt: 
P-BeP-2 P@—-DP—3) 

A It A Eee PETEA Au 
Wenn p eine gerade Zahl ist, so a man vermöge dieser 
m 
Reductionsformel zu A, oder F cos (A cos ®) do, welches Inte- 

0 


gral nicht exact als Function von A erhalten werden kann. 
Wenn dagegen p ungerade, so ist A, auf A, und A, zurück- 
geführt, welche sich exact berechnen lassen und respective zu 
Werthen haben 

yerin = A 
woraus hervorgeht, dass eines k beiden particulären Integrale, 
welche in die Gleichung (3) eingehen, immer in æ unter end- 
licher Form ausgedrückt werden kann, wenn m eine gerade 
positive oder negative Zahl ist. 

95. Man kann das Integral der Gleichung (1) noch unter 
einer andeten Form darstellen, welche den bisher betrachteten 
oft vorzuziehen ist, und besonders wenn m eine gerade positive 
oder negative Zahl ist. 

Setzen wir 

y = Ag“ p(2) + Azeh g(a) + Arat? p (ad) ..., 
während die Constanten «, A, Á, A, etc. unbestimmt sind, 
sowie die Function ø (æ), deren successive Ableitungen wir 

g8* 


As — $ (ein — AcosA);. 
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durch 9° (x), p” (x) etc. bezeichnen. Substituiren wir diesen 
Werth für y in der Gleichung (1), und untersuchen wir ob es 
möglich ist, die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von æ 
gleich Null zu machen. 

Zweimal hinter einander y differentiirend, findet man 
m 


Dark 
5 


= a 
m Ana? pa) +mA,(a+1)2“"! pa) + m Ayla +2)e" pa) +... 
+ m Ar"! g'(x) —+m A, 2°9"(2)-+.., 


R 


ty 
Aar 
Aa(a-1) z“ g(r)HA (a+ ar lp (e)HA (0+2 (4+1) p(t)... 
+ 2Aar“] A alag 2 Ala 1ye" pa)+.. 
+ Ae *g (eH 
Wenn wir diese Entwicklungen in der Gleichung (1) substi- 
tuiren und den Coëfficienten des allgemeinen Gliedes mit 
x°+r=2 gleich Null setzen, so finden wir 


[CFP Tp rn A, T Oa Fap EmA +4,-]9%@) 
+HnAp—9” (s) = 0; 

und damit diese Relation zwischen ø?(æ) und @?-?(x) ein- 

facher sei und nicht von p abhänge, so setzen wir 


(«+p)a+p+m— 1) Ap+ @a+2p +m—?) 4p =0; 


woraus resultirt 

pr (2) + ngr- (a) = 0, 
eine Gleichung welcher man genügt, was auch die ganze Zahl 
p sei, indem man setzt 

g“ (a) + ng(s) = 0, 
woraus man schliesst 

p (2) = Csin. Vn + O cos. «æ 

während C und C” willkürliche Constanten. Aber diese Rech- 
nung ist nicht auf alle Glieder der Reihe anwendbar, welche 
aus der Substitution des Werthes von y in der Gleichung (1) 
resultirt; sie setzt voraus dass p wenigstens gleich 2 sei, und 
es ist nothwendig besonders die beiden Glieder zu betrachten, 
welche die Potenzen «— 1 und «œ — 2 von x enthalten. Indem 
man ihre respectiven Coëfficienten gleich Null setzt, erhält man 
a («—1)+ me =0, A (a+ 1)(a+mn) + A(m+20)—=0. 


Die erste giebt 
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@e=0, oder = 1—m, 
und die zweite führt, in diesen beiden Fällen, zu der Gleichung 
A, ee A. 


Betrachten wir successive die Entwicklungen, welche die- 
sen beiden Werthen von œ entsprechen. 

1. Es sei œ = 1 — m; die allgemeine Relation zwischen 
A, und A,-ı wird 

p(p — m + 1) Ap = (m — 2p) A,-ı: 

Indem man p successive in p — 1, p — 2 ete. verändert, wird 
man A, als Function von A, bestimmen; und da A, = — 4, 
so wird man den allgemeinen Coëfficienten A, als Function 
von A kennen, welches unbestimmt bleibt, aber gleich der Ein. 
heit genommen werden kann, wegen der Constanten C, C. 

Man findet auf diese Weise 
(m—2p)(m— 2p +2)... (m— 4) 1 
(p—m+1)(p—m)...(3—m) 1.2...p’ 
und der Werth von y erhält den Ausdruck 


Csin.zV n+C'cos.2V n— a z 


ed .(m—2p) (— »dr(CsinaV n+CcosaVn) 
T aia (m-p+1) 1.2...p dar 
Wenn man für einen gewissen Coöfficienten A, einen der 
Null gleichen Werth fidet so wird die mit dem vorhergehen- 
den Gliede abbrechende Reihe der Differentialgleichung genü- 
gen, und das allgemeine Integral wird durch eine end- 
liche Anzahl von Gliedern gegeben. Dies ereignet sich 
allemal, wenn m eine positive gerade Zahl ist. 
2. Es sei jetzt «a—0; die Relation Verge Ap und A, wird 
BEE +2 i 
ein 
woraus man zieht, wieder A —= 1 nehmend, - 
_ mt m+4)..m+2p—2) Dr | 
r? (mF (mF)... (mp) 1-.2..p 


und der Werth von y ist 
y= 0na aO a RNIT 


ik (-2)P(m-+-2)(m-+4)...(m+2p—2) ECV LOT 4 
pott) ur 


A; ze 


y=& l—m 
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Diese Reihe bricht wie die vorige ab, wenn ein Glied 
Null wird; was sich immer ereignet, wenn m eine negative 
gerade Zahl ist. Woraus man die wichtige Folgerung zieht, 
dass das allgemeine Integral der Gleichung (1) immer 
durch eine endliche Anzahl von Gliedern sich aus- 


drücken lässt, wenn m eine positive oder negative ge- 
rade Zahl ist. 


96. Die Riccati’sche Gleichung. — Die so benannte 
Gleichung ist 


ay 4 ay? = ben, 


du 
Eo de " 
Wenn man mit Euler y= qa setzt, so erhält man, «b— A 
(A 
machend, ; P 
d? u 
da? = Aamu , 


und Alles kommt darauf an, diese lineare Gleichung der zwei- 
ten Ordnung zu integriren. Der allgemeine Werth von u wird 
von der Form sein 
u = Cu + C w, 

wo C und C’ willkürliche Constanten; daraus resultirt 

du as ‚du Y du 

da E de aiia 
und folglich | 


du dus C du dus 
ua. de 10 da’ de 
N AN Ge. a TITTA 
t u A Ug a Tr u Rn t 


Dieser, eine willkürliche Constante a enthaltende Werth wird 


das allgemeine Integral der vorgelegten sein. 
Es ist also die Gleichung zu integriren 
deu 

dæ? 

Man kann diese Gleichung zurückführen auf eine andere von 
der Form der Gleichung (1), indem man die unabhängige 


= Ám u. 
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i 
Variable æ vertauscht, æ? —= kz setzend, wo k und p unbe- 
stimmte Constanten. Man findet auf diese Weise 
2 {2 Re | d 
a LPTD pea — Aamu = 0. 
Die beiden extremen Glieder werden æ nicht mehr enthalten, 


m 
wenn man 2p — 2 = m setzt, woraus p = 5 — 1, und durch 


NE a en 
æm dividirt. Wenn man ausserdem. mit Z- dividirt, und « 


p2 
in 2 ausdrückt, so erhält man 
du m l du Ak? 
— ‘= -- _ — oo 4u=0; 
de? A m m-+ 2 2:03 Az E iR 1) 


und wenn man, um diese Gleichung zu vereinfachen, k durch 
die Bedingung bestimmt 
m 


oe 
VA 


so hat man folgende Gleichung zu integriren 


mM 


Ak? = er 


d? u m—+ 2/7 du 0 
= a 2 TEE 


de? z À 
welche in die Gleichung. (1) übergeht, indem man in dieser m 


} m i i 
und n in — — und — 1 verwandelt. Hieraus folgt nun: 


m+ 2 


1. Wenn - eine positive oder negative gerade Zahl 


m 
n + 2 
ist, so lassen sich die beiden Werthe von « ausdrücken durch 
eine endliche Anzahl von Gliedern in z, und folglich in «. 


Es sei also 


= F = +'2:, 
worin i eine positive ganze Zahl ist; man zieht hieraus 

F4i 
+23: —1’ 
wo die oberen und unteren Zeichen zusammengehören. Dieser 
Ausdruck reducirt sich auf folgende Form: 


m = 
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Also kann man die Riccati’sche Gleichung vollständig inte- 
griren, wenn m in dieser Formel enthalten ist. 


m 
2. Wenn Bee 


der allgemeine Werth von u durch die Formel (3) ausdrücken. 
m 
m + 2 
zwischen 0 und 2 liegt, und die Riccati’sche Gleichung wird 
dann mittelst zweier einfachen bestimmten Integrale integrirt. 
Wenn m negativ, so sei m —= — m’, und man hat 
m’ m’ 


ao ra: Wien ne 


zwischen 0 und 2 liegt, so lässt sich 


Man sieht zunächst, dass wenn m positiv, nothwendig 


die erste verlangt m‘ > 2, und die zweite m’ > 4. Also wird 
man noch in derselben Weise die Gleichung von Riccati 
integriren, wenn m zwischen — 4 und — œ liegt. Also nur 
für die Werthe von m zwischen O und — 4 lässt sich das ge- 
suchte Integral nicht durch zwei einfache bestimmte Integrale 
ausdrücken. . 

Die Formel (3) wird durch Vertauschung von m mit 
rg und n mit — 1 


—?2 


7 . 
u = B f cos (z V— 1 cos œ) sino"*” do 
0 
TERM 22 OS 
+ B Ed cos (2 V —1 cos w) sino” t’ do. 
0 


SVA FH 
m + 2 ji 


Indem man z durch seinen Werth ersetzt, und 


2 VA 
mF2 


= u macht, kommt 


—2 


7 
è St — 
u=B J- ws \ue V—1c0so) sino”*+? do 
0 


% 1 
m 2 
} ytl e erd 
+ PO E V —1 ma sino” t? do. 
ó 
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Wenn man die Imaginären fortschafft, so wird diese Formel 
7 


AE AA 
. m+2 
u— BJ Naho ER LRE 9) nad 


0 


nı 


5+1 >H di 
+ B'a ous cos w gu cos w sino” t? do, 
0 
worin B und B' zwei willkürliche Constanten sind; und das 
Verhältniss p t die einzige Constante, welche das Integral 
der Riccati’schen Gleichung enthalten wird. 

3. Wenn m zwischen den Grenzen 0 und — 4 liegt, so 
besteht nur ein einziges der beiden bestimmten Integrale, und 
das allgemeine Integral wird durch die Formel (2) gegeben. 
Es sei vı der particuläre Werth von u, so findet man 


da 1 
En au + daN’ 
uw?(G A a f2) 
1 


wo C, eine willkürliche Constante. Dieser Ausdruck ist weni- 


ger einfach als der obige, und gerade in diesem Intervall, 

; A KR — 4i 
zwischen 0 und — 4, ist es, wo die in der Formel Fe: 
enthaltenen Werthe liegen, für welehe man exact integri- 
ren kann. Wenn m zum Werthe die erste Grenze 0 hätte, so 
wäre die zu integrirende Gleichung 


welche giebt 
u=(Ce:’+ Ge. 

Wenn m zum Werthe die zweite Grenze — 4 hat, so hat man 

die Gleichung zu betrachten 
d?u 2 du 
de" zde 


welche schon behandelt wurde, und sich, indem man u = 


ud; 


sia 


setzt, reducirt auf 
d2? v 


de? 


—v = 0, 
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eoa e 

woraus man zieht 
v— Ce? + Ge: , 

und folglich 

Ce: 4 G, er? 
Eee Tr 
4. Zwischen den Grenzen 0 und — 4 giebt es einen Werth, 
welcher die beiden Integrale illusorisch macht: nämlich m = — 2. 
In diesem Falle wird die Gleichung zwischen v und v, a = = ; 
sie gehört in eine Classe von Gleichungen, zu deren Integra- 
tion wir das Mittel gegeben haben (Nr. 56). Ihr allgemeines 
Integral ist u = Cat + Cie*" , wo k’ und k” die Wurzeln 
der Gleichung k? — k — A = 0. 

97. Es sei ferner die nicht lineare Gleichung 


cy + ay? = ber? ; 


setzen wir wie vorher 


SET MEE. 
ee de 
so wird die vorgelegte 
d?u 
iz: — abuer*®. 
Es sei 2 Vab des _ E 
hieraus resultirt ; 
E E 
dz? mda T E TS 


was ein besonderer Fall der Gleichung (6) ist. Man hat also 


7 
u = c feos (eV =I coso) do 
ó 
n 


< O fose V — 1 cosw) l (2 sin 0?) do , 
we 
oder 


n 
I — & fer. abe g tooro) do 
0 ʻa 


ıı 
+ f (eme 4 erou) i (asino) do 
0 
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Es erübrigt nur z seinen Werth in æ zu substituiren, und y 
wird aus u abgeleitet wie. in dem Falle der Riccati’schen 
Gleichung. 
98. Betrachten wir noch die folgende, in den physikali- 
schen Anwendungen vorkommende Gleichung 


d? y |p — n an A uE h Fk 
da? i5 TRS 
setzen wir y = a"tlz, so BEN 


d?z | 2(n+1) dz 


a N x J; tre =0, 


welche in der Gleichung (1) steckt, wenn man dort m in 
2 (n1) und n in p? verwandelt. 

Setzt man n positiv und ausserdem beliebig voraus, so 
kann man, da 2 (n1) nicht zwischen 0 und 2 liegt, nur ein 
particuläres Integral durch ein bestimmtes Integral ausdrücken. 
Sein Ausdruck ist 


7L 
z = A f cos (pæ cosw) sinw? t! do , 
0 


und man kann, wie wir dies schon sahen, aus ihm das vollstän- 
dige Integral ableiten. Der aus ihm folgende Werth von y ist 
7 
y = Aartif cos (pæ coso) sima’"t!do. 
} 0 


In dem besonderen Falle, wo n = 1, wird die vorgelegte 
Gleichung 


Era r= o; 


70 
3% Ani yf cos (p æ c05@) sino’ do , 
0 


und man hat 


und die Integration ausführend 
Y ESSIE (Sr — spe) k 
wo B eine willkürliche Constante. Indem man sie als Func- 


tion von æ betrachtet, wird man leicht das vollständige Inte- 
gral bestimmen. 
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Bestimmung von bestimmten Integralen durch 
Integration von Differentialgleichungen. 


99. Die Auffindung eines bestimmten Integrals kann bis- 
weilen zurückgeführt werden auf die Integration einer Diffe- 
rentialgleichung, welche sich auf eine der unter dem Zeichen 
f vorhandenen Constanten bezieht. 

Die Ableitungen dieses Integrals nach diesen Constanten 
sind zwischen denselben Grenzen genommene Integrale, und 
wenn man durch diese Differentiationen das erste Integral wie- 
der hervorbringen kann, so erhält man durch Elimination des- 
selben eine Gleichung zwischen seinen Ableitungen nach einer 
der Constanten. Kann man dieselbe integriren, so wird man 
einen Ausdruck haben, welcher das bestimmte Integral als be- 
sonderen Fall enthält, und es kommt nur noch darauf an, die 
willkürlichen Constanten so zu bestimmen, dass er sich auf 
dieses Integral selbst reducirt. 


100. Es sei z. B. das bestimmte Integral 


uA 
[cos (2c0s®) do . 
0 
Betrachten wir es als eine Function von æ, und setzen 
ui 
(1) y = f cos (æ cos œ) do . 
Ò 


Zweimal nach æ differentiirend, kommt 
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7 
eo 
z — — [heoa cos@ do, 


T E =- fo (æ cos @) coso? do. 
a 


Um diese Ausdrücke leichter vergleichbar zu machen, muss 
man in den zweiten cos (æcosœ@) statt sin (æ cosœ@) einführen ; 
und dies erreicht man durch theilweise Integration. Man er- 
hält auf diese Weise 

— sin œ sin (æ cos ©) — æ f sino? cos (2c08s@) do . 
Der erste Theil verschwindet an den Grenzen O0 und m, und 
es kommt 


1 


i = — z f oos (x cos@) sino? do . 


Indem man durch æ dividirt und zu der dritten Geichung 
addirt, erhält man 


Ey Lie ER a i = = fon (æ c0s®) do. 


Da das gesuchte Integral so reproducirt ist, so braucht 
man es nur durch y zu ersetzen, um die gesuchte Differential- 
gleichung zu haben, welche ist 


1 dı 
2) Ty ity. 


101. Die Bestimmung von ip cos (x cos@) dw ist somit auf 
0 


die Integration der Gleichung (2) zurückgeführt, welche wir 
in Nr. 87 behandelt haben. Aber da wir nur ein particuläres 
Integral derselben entwickelt haben, so kann man nicht wissen, 
ob dies dasjenige ist, welches den Werth des bestimmten In- 
tegrals geben wird. Man sieht also, dass man im Allgemei- 
nen das vollständige Integral der Differentialgleichung, zu 
welcher man geführt wird, kennen muss, um daraus den Werth 
des gesuchten bestimmten Integrals ableiten zu können. 


Indessen ist es im gegenwärtigen Falle leicht, sich zu ver- 
sichern, dass die als Integral der Gleichung (2) gefundene Reihe 
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ae. Br 


n E 
mit f cos (æ cos w) dÈ°zusammenfällt, indem man der Constante 
0 


einen angemessenen Werth beilegt. 
In der That, man hat 
2c08s@? | %4 cos w4 wm cosa? m 


ops (moo oy =s l -— —— 47337 DAE MI T E 


Multipliciren wir mit dœ, und integriren zwischen 0 und m, 
und bemerken dabei dass 


7 
E PR az 
2m ei) nn ee u 
Jo do — ER aha pe 
so kommt 
rı 
22 gå xs B>: 
fesada m" (1 — "Bu 57.42 — aag t +.) z 
rı 


Also ist das bestimmte Integral f cos (@c0s®) dæ nichts 
0 


Anderes als das particuläre Integral, welches wir für die Glei- 
chung (2) gefünden hatten, wenn man die willkürliche Con- 
stante gleich x nimmt. 


102. Suchen wir jetzt die Gleichung, welche das bestimmte 


X 
Integral Pi em cos 2nædæ bestimmen würde, das wir schon 
R ; 


kennen. 
Es sei 
& 
i Aor f emme cos Znaæde , 
man findet 
d ” | 
Fr = — [2eme sn2nade. 
0 
Aber 


j ; — 1 j 
foz -m2 sin Znadeæ = s em sn 2neæ 
m 


2n 
+ — em cos 2nædaæ. 


m? 


Daher 
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dy 7 Rt 
—— — : woraus — Ce m, 
dn m? ’ Y 


oo 
Also ist J: e-m2z? cos 2nzdx enthalten in dem Ausdruck 
0 


n? 
Ce m, in welchem C unabhängig ist von æ und n: es bleibt 
n? 
zu untersuchen, welchen Werth C haben muss, damit Ce m 
gleich diesem bestimmten Integral werde. Für n = 0 wird 
das Integral 


x — 


fetar oder Va 3 
2m 


0 
n2 
und Ce m? reducirt sich auf C; also muss der Werth der Con- 


A 1 
stante C sein —— , und man hat 


2m 


[6] Vz n2 
It —— 
feme cos 2na da = — e ™, 


2m 


wie wir schon auf anderem Wege gefunden haben. 


` 


0 
Hätte man "i em? cog2nædæ als Function von m be- 
4 } 


trachtet, so würde man gefunden haben 


dm m? m 
woraus 
n? 
ya i e mè 
m 


und man fände 


Vz DE ep 
G = TI und y = Im e . 
103. Betrachten wir als letztes Beispiel das Integral 


[e6] 
cos ag dæ 
Ipae’ 
l 


PI cosa da 
be hr 


und setzen 


0 
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Wir nehmen nicht sogleich die Grenze, um eine Schwie- 
rigkeit zu vermeiden, von der wir bald sprechen werden. Zwei- 


mal nach a differentiirend, kommt 
l à l 
A $ æcosagdæ _ 3 AEE E sin al 
game — BA 
a —+ f ; a 

und wenn man l = œ machte, so sieht man, dass das zweite 
Glied sich unter einer unbestimmten Form darbieten würde. 

Man muss jetzt die lineare Gleichung integriren 
day |, nal 0: 
da? + De 

Wenn man zuerst das letzte Glied vernachlässigt, so 
findet man als Integral y — Aet + Be“; indem man dar- 
auf A und B als Functionen von a betrachtet, so wird man 
zum allgemeinen Integrale der Gleichung, um welche es sich 
handelt, geführt, 


y=le ++ ae e ee 
( 


worin C und GC, willkürliche Constanten. 

Man muss jetzt annehmen, dass l unbegrenzt wachse, und 
die Grenze des zweiten Gliedes suchen. 

Wenn nun l sehr gross ist, so geht sinal durch alle 
Werthe von — 1 bis +1 für einen sehr kleinen Zuwachs von 
a, für welchen man die anderen Faetoren als constant betrach- 
ten kann. Die Elemente der Integrale zerstören sich also in 
diesem Intervalle, und so verhält es sich von irgend einem 
endlichen Werthe von a an bis ins Unendlich. Man braucht 
also nur die Elemente dieser Integrale zu betrachten zwischen 
O und einem unendlich kleinen Werthe von a. Aber dann 
kann man e% und e-« jes die Einheit ersetzen, die Inte- 
grale reduciren sich auf — F , und die beiden letzten Glieder 
vereinigen sich mit den beiden ersten. 

Indem man die Grenze des Integrals en , oder 

0 


cosax dx 


1 + 2 


durch y bezeichnet, hat man also 
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ae: We 
y = Ces -+ Ger“ . 
Es bleiben nur noch die Constanten C, C} zu bestimmen. 
Wenn aber a positiv ist, so wächst Ce“ unbegrenzt mit a, 


(> 9] 
t ; p cosaxdx 
was nicht sein kann; daher C — 0. Ferner wird Ei —_—— 
ð 


1 + æ? 
gleich 5 für a—0; daher G =S 


2 

& 
cosax dx z 
2 


„Iten2°% 
Wäre a negativ, so hätte man C, = 0 und C des $i folglich 


n 
cos ax dæ _ 
1 ae 7 
FH 


104. Differentiirt man diese Gleichung nach «a, so hat man 
je +} 


2 sinaxdz —ıı 
———— S et, 


E i 
W: 


1+ 22 2 
wo a negativ. Differentürt man die auf das positive a sich 
beziehende Gleichung, so hat man 


Du hamel, Diff.- und Int.- Rechnung. Il. 9 
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Summation von Reihen durch Integration von 
Differentialgleichungen. 


105. Wir sahen, wie man das Integral einer Differential- 
gleichung in eine Reihe entwickeln kann; aber man kann um- 
gekehrt Shah vornehmen, die Differentialgleichung zu finden, 
deren Integral eine gegebene Reihe sein würde, Aon diese 
Gleichung vollständig unter endlicher Form integrirt werden 
kann, so vermag man die Function zu bestimmen, von welcher 
man die Entwicklung hatte. Um diese Gleichung zu erhalten, 
differentürt man ein- oder mehrmal die Reihe, oder andere aus 
ihr abgeleitete Reihen, um die gesuchte zu reproduciren, welche 
man dann eliminiren kann. Wenn sie sich nicht reproducirt, 
man aber zu einer Reihe gelangt, welche man zu summiren 
weiss, so erhält man ebenfalls die gesuchte Gleichung. 

106. Es sei z. B. die Reihe 
æ? æi 6 
Tat Ian 1a at 
so findet man, zweimal Pe 

d? x 


-r rg 1475 a T T O 


y = 1 — 


da diese Reihe, bis auf das Zeichen, die gesuchte ist, so kann 
man sie eliminiren, und erhält die Differentialgleichung 


d2 
erh 
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Nach der Theorie der linearen Gleichungen findet man 
y = A cosa + B sinz, 
und A und B sind die zu bestimmenden Constanten. 

Hierzu bemerkt man, dass die Reihe denselben Werth 
behält, wenn man das Zeichen von æ ändert; also B = 0. 
Ferner reducirt sie sich auf 1 für æ — 0; also A = 1, und 
die Reihe ist gleich cos æ, wie man übrigens wusste. 

107. Es sei noch die Reihe 

£ g? g? gt g’ 


A a a E a C e 


daraus leitet man ab 

BE. DAT EL 

in diesem Falle ist man zu einer Reihe gelangt, welche mit 

der vorgelegten nicht identisch ist, aber summirt werden konnte. 
Man muss jetzt die Gleichung integriren 


dy = — 1 4+1 (1 + x), woraus y —— + fiQ+a)de, 
welches giebt 
y = C — 2r H (1 + a (1 + 2). 


Die Constante C muss gleich 1 sein, weil die Reihe sich auf 
1 reducirt für v —= 0; also 


y = 1 — 2a + (1 + x) l1 + 2). 
Man hätte noch einmal differentiiren können, und würde er- 
halten haben 


2 x 
Esiet eig 
dann hätte man die Gleichung integriren müssen 
d? y 1 
da Ta 
woraus 
dYa a) O. 
æ 
Um C zu besti ü X 2 
u bestimmen, würde man bemerken, dass man Is T 1 
hat für © — 0; also C = — 1, und 
9* 
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Et ae 
CE N 
Te 1+1 + x) 
Fortfahren würde man wie oben. 
108. Betrachten wir zuletzt noch die Reihe 
6 


Areia us Jenaer SU she 
sie giebt zunächst 
dæ Se 22.4 22.42.6 


Um den letzten Factor aus IR Nenner wegzubringen, mul- 
tipliciren ei mit ©, und ange) a darauf, so kommt 

d? y x 

in 4 Paten 


=-- (1-54 5 - 22, A at) 


Man hat so die vorgelegte Reihe reproducirt, und elimini- 
rend erhält man 


oder 

FIR Mr 

d Fi p F Era vr 
Und in der That haben wir im Vorhergehenden erkannt, dass 
diese Differentialgleichung als particuläres Integral die vorge- 
legte Reihe hat; aber wir bemerken hier, wie wir es oben bei 
den bestimmten Integralen gethan haben, dass es im Allgemei- 
nen nöthig ist das vollständige Integral der Differentialglei- 
chung, zu welcher man gelangt, zu kennen. 
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Anwendung der Differentialgleichungen zur Auf- 
findung .von Functionen, von welchen man ge- 
wisse charakteristische Eigenschaften kennt. 


109. Es sei vorgelegt eine solche Function z = ọ (w) zu 
finden, dass man für jeden Werth von æ und y habe 
(1) ya) + gy) = gz +y). 
Wenn man diese Gleichung in Bezug auf æ differentürt, y als 
constant betrachtend, so hat man 

g' (2) = g’ (« + y); | 

woraus man schliesst, -dass @’ (x) constant ist, was auch æ sei, 
und dass man folglich hat 


: dz 
EU = 0 5 
wo a eine beliebige Constante bezeichnet. Man folgert daraus 
(2) 2z a aa Hb, 


wo b eine neue willkürliche Constante. 

Die Function p, welche der Gleichung (1) genügt, ist da- 
her nothwendig unter denjenigen enthalten, welche die Formel 
(2) darstellt. Aber die Umkehrung ist nicht sicher, und man 
muss die Constanten « und b so zu bestimmen suchen, dass 
die Substitution des gefundenen Werthes von z die Gleichung 
(1) identisch macht. Man findet als Resultat dieser Substitution 

aatb +Haytb=akk+ty)+b, 
welches verlangt dass man b= 0 habe, woraus z—=ax 
resultirt. 
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Die .allgemeinste Auflösung der Aufgabe wird also durch 
die Formel 
g(s) = ax 
gegeben, wo «a eine beliebige Constante. 
110. Suchen wir jetzt die Function, welche bestimmt wird 
durch die allgemeine Bedingung 
(1) g (2) + P U) = 9 (2y). 
Indem man nach æ differentiirt, kommt 
g'(x) = y p' (2y). 
Dieselbe Gleichung (1) nach y differentiirend, erhält man 
p(y) = ap (ey). 
Aus den beiden letzten zieht man 
pa) = y p' (y); 
also ist das Product æ o’ (x) constant, und wenn man -ọ(«) = z2 
setzt, so hat man, durch a eine beliebige Constante bezeichnend, 


dz f 
æ — — a, woraus man zieht 


dæ 
de = 4, z = alx +b, 


wo b eine willkürliche Constante. In der Gleichung (1) substi- 
tuirend, findet man r 
(2) Ä alæ + b + aly + b = alæy + b, 
daher 
b = 0 und z = alz, S 
wo « beliebig. 
Also wird die allgemeinste Auflösung der Aufgabe gegeben 
durch die Formel 
p(a) — loge, 
während die Basis des Logarithmensystems beliebig ist. 
111. Legen wir uns jetzt vor, die Function p (=) zu finden 
aus der Bedingung 
(1) g (2) g (y) = p (=+ y). 
Diese Gleichung nach æ und y differentiirend, erhält man die 
beiden folgenden | 
g(s) g (y) = p'(@ + y), 
o (2) p(y) = p'(@ + y); 
woraus man schliesst 
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DR) (2) = ey) = 4 
p) p(y) i 
wo a eine Constante. Setzt man daher p(x) — z, so hat man 
I 8 
Pa ee 
woraus 
ar = ads, En ax, z = berr, 
z b 
wo b willkürlich. In der Gleichung (1) substituirend, erhält man 
(2) bear. bear = bee@+tn, 


welches verlangt dass man habe b? — b, und folglich b = 1, 
denn man kann nicht nehmen b = 0. Die gesuchte Function 
hat also zum Ausdruck 

p (s) = e°, 
wo a beliebig. 
Ist die Constante « imaginär und von der Form m+n Val 
so hat man 
p (æ) = et (coone + V—1 sinna). 
112. Es sei noch vorgelegt die Bedingung 

(1) g (2) p (yY) = Play). 

Diese Gleichung in Bezug auf x und y differentiirend, erhält 
man . 
p (a) p (y) = y g (xy), 

g (2) P (y) = 2 g' (xy). 
Diese beiden Gleichungen geben 
æg’ (2) o (y) = y p’ (y) PL); 


daher 
E (0) _YPW) _, 
p (x) p(y) | 
wo a .eine beliebige Constante. Man hat also, p(«)—z machend, 
202. 
i 93 = 4; 
daraus leitet man ab 
= = at, iz — ala mllear), 
wo b eine willkürliche Constante. Man hat somit 
z = bee. 


In der Gleichung (1) substituirend, kommt 
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(2) bat. byien bay® ; 
daher b — 1, und die gesuchte Function hat zum Ausdruck 
(2) = at, 


wo a eine beliebige Constante. 
Für a = m + n V —1 nimmt die Function die Form an 
p (£) = a” (cos (nlæ) + V —1 sin (nlæ)) . 

113. Als letztes Beispiel dieser Gattung von Aufgaben 
geben wir diejenige, welche sich bezieht auf die Bestimmung 
der Resultante von zwei gleichen Kräften, welche irgend einen 
Winkel mit einander machen. 

Man wird in dieser Untersuchung durch sehr einfache 
Betrachtungen, welche wir nicht hersetzen, zu der Gleichung 
geführt: 

(1) p (& +y) + p (2 — y) = p (2) g (y); 
æ bezeichnet den halben Winkel der beiden Kräfte, und 9 (æ) 
das Verhältniss der Resultante zu einer von ihnen. Wenn nun 
der Winkel der Kräfte Null ist, so ist die Resultante gleich 
ihrer Summe; und wenn er gleich zwei rechten wird, so ist 
sie Null: man hat also die beiden besonderen Bedingungen, 
indem man @ (x) durch z bezeichnet: 
zo De Rd 

(2) z = 0 für pe go 
und überdies kann z für keinen Werth von æ zwischen 0 und 
= Null werden. Man bemerkt ausserdem, dass die Aufgabe 
der Statik der Function keine Bedingung auferlegt für Werthe 
von æ, welche nicht zwischen 0 und = liegen, und für Werthe 
von y, die grösser sind als v. Man erkennt leicht, dass die 
erste der Gleichungen (2) eine unmittelbare Folge der Glei- 
chung (1) ist; denn, macht man darin y = 0, so findet man 

29(2) = g (2) ọ (0), 
woraus ọ (0) — 2 hervorgeht. 

Dies vorausgesetzt, erhält man, die Gleichung (1) zweimal 
nach æ und zweimal nach y differentiirend, 


yarty)tp'@— y) = g" (2) g (y), 
g” (æ +y) + g” (æ — y) = p (2) g“ (y); 
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woraus man schliesst 
ya) _AYW)_, 
ra) PET 
wo die Constante reell, weil p (x) und 9 (x) es sind. 
Diese Gleichung wird, indem man ọ (æ) durch z ersetzt, 


(8) 


Das Integral dieser Gleichung wird eine verschiedene Form 
haben, je nachdem man hat a > 0, a = 0, a < 0. 
1. Es sei zuerst « = 0, so resultirt 
z = Ca + G, 
und in der Gleichung (1) substituirend, müsste man haben, 
für unendlich viele Werthe von æ und y, 
2 Ce +20 = Cey + Ciy + Cee 03; 
die ähnlichen Glieder müssten also beiderseits gleich sein, 
woraus resultiren würde C = 0, und ø (s) wäre gleich einer 
Constante, was unmöglich ist; man ‘kann also nicht haben 
a = 0. 
2. Es sei a >60, so ist das allgemeine Integral der 
Gleichung (3) l 
z = CeVs +6 e-2V@, 
in der Gleichung (1) substituirend, und 
eC+)Va — u, ea@-WVa =v 

setzend, was keinen Zusammenhang zwischen vu und v herstellt, 
findet man | 
C(C—-Du+6G (GG — Durt=C(l—- CO)v+G(1—-O)v—. 
Die Coöfficienten der unähnlichen Glieder müssen einzeln Null 
sein, man hat also 

CN 3:3 1 
oder 

Ca FR ER 
Man kaun aber nicht auf einmal haben C = 0, C, = 0, denn 
sonst hätte man z = 0, was auch æ wäre, welches absurd ist. 
Daher kann man nur die beiden folgenden Werthe nehmen 

Gl, 70 51, i 
woraus folgen würde 


2 eVe E 
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welcher Ausdruck aber nicht Null wird für æ = rË und folg- 


lich der Aufgabe nicht genügt. Man kann somit auch nicht 
haben a >Q. 
3. Nehmen wir endlich « < 0, und setzen a = — m?; 
das vollständige Integral der Gleichung (3) ist 
z = (lcosme + sinmas, 
und weil man haben muss z = 2 für æ = 0, so resultirt 
daraus C = 2, und der Werth von z wird 
y z = 2cosma + G sinma; 
indem man ihn in der Gleichung (1) substituirt, und reducirt, 
findet man 
Cı? sin ma sin my + 2C; sin my cos ma = 0, 
und da man nicht haben kann m = 0, so kann man den Fac- 
tor sin my wegwerfen, und es bleibt 
Ci? sin me + 2C, cosme = 0, 
welcher Gleichung für jedes æ nur genügt werden kann, indem 
man Cı = 0 setzt, woraus resultirt 
2 == 2008 me. 
Die Constante m wird vermöge der zweiten Gleichting (2) be- 
stimmt, welche giebt 


MI 
0 = Or 


woraus m = 2n + 1, während n irgend eine ganze Zahl. 
Aber wenn man nicht hätte n = 0, so würde cosm« Null 


werden für den Werth æ = Gn FI) , der kleiner ist als 


—; was nicht sein kann, weil die Function z für keinen Werth 


2 


von æ zwischen 0 und 5 Null werden kann. Also endlich 
z = 20080, 


und der Werth der gesuchten Function ist 
g (æ) = 2cosw. 
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Euler'sche Integrale.. 


114. Legendre hat diesen Namen zwei Arten bestimmter 
Integrale gegeben, welche mit vieler Sorgfalt zuerst von Euler 
und dann von Legendre selbst untersucht worden sind. Wir 
werden uns darauf beschränken ihre Haupteigenschaften kennen 
zu lernen. Die der ersten Art sind enthalten in der Formel 


1 
fama a) de, 
0 


wo p und q positiv sind; die der zweiten sind von der Form 
: 1 


na "aa, 
£ 


0 
wo a positiv ist, da ausserdem das Integral unendlich sein 
würde. 
Wenn man |. KA = y setzt, so giebt man ihm die Form 
v . 


; [ee] 
Fyra e~” dy. 
0 


Legendre bezeichnet die ersten durch das Symbol (p, q), 
und die zweiten durch I (a); so dass man hat 


1 
(P, À =f e dada, 
0 


- } 1 —] 2 s 
T (a) = fa A dæ == | æm! eda. 
0 ö 
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Wir hatten schon im ersten Theile Gelegenheit von diesen 
letzten zu sprechen, und haben bewiesen dass wenn a ganz 
ist, man hat I (a) = 1.2.3...(a— 1); und dass, welchen 
positiven Werth auch m und a habe, 


(zel 


fe em: dæ = a) e 
m 


115° Man erkennt unmittelbar eine sehr einfache Eigen- 
schaft der Integrale erster Classe, welche darin besteht, dass 
ihr Werth derselbe bleibt, wenn man die beiden Buchstaben 
p und q mit einander vertauscht. In der That, wenn man die 
Summe der zwei Elemente des Integrals bildet, welche zwei 
Werthen von æ entsprechen, deren Summe gleich 1 ist, so 
bleibt sie offenbar dieselbe, wenn man p in q und q in p ver- 
ändert, weil dadurch nur die beiden Elemente mit einander 
vertauscht werden. Also bleibt das Integral zwischen den 
Grenzen 0 und 1 dasselbe, wenn man die beiden Buchstaben 
p und q mit einander vertauscht; welche Eigenschaft so aus- 
gedrückt werden kann: 

(p. 9) = (Q p). ? 

116. Zeigen wir jetzt eine Haupteigenschaft der Func- 
tionen zweiter Classe, deren Untersuchung gleichzeitig mit der 
der ersten geschehen muss. 

Betrachten wir das Integral 


ES Bede Fad i 
0 


die theilweise Integration liefert 


fa i\de =e ( Iy + «f =)” da, 


und, indem man die Grenzen 0 und 1 nimmt,’ 


1 1 15 
fY a» = «/(t5) de, 
i x PH 
0 0 


was die folgende Relation ergiebt: 

T (a + 1) = aT (a). 
Vermöge dieser Relation, braucht man nur die Function T (a) 
für alle Werthe von a zwischen O und 1 zu kennen, um sie 
daraus für alle Werthe von « zwischen 1 und 2 abzuleiten. 
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Von diesen geht man über auf die Werthe von a zwischen 2 
und 3, und so unbegrenzt weiter. 

Die Construction einer Tafel, welche alle möglichen Werthe 
der Gamma-Function ergeben würde, reducirt sich also auf 
die Betrachtung der zwischen O und 1 enthaltenen Werthe 
von A. 

Wir wollen zeigen, dass man sogar die Werthe von I'(a) 


nur in dem Intervalle von a — 0 bis zu a = i zu kennen 
braucht. 
Nach dem oben Gesagten hat man die Gleichung 


W 


fe e- ut) dz = a 5 


0 
wo b positiv ist. Multiplieiren wir dieselbe mit ve~ dæ, wäh- 
rend a positiv und kleiner als b, und integriren wir in pon 
auf æ zwischen 0 und æ , so haben wir 


JS}: 1 ga~ e—2e—22 dz dæ = ro [a Ta de; 


einen wir zuerst in Bezug auf x, und berücksichtigen dass 
J e—?7 dæ — — To, 


so wird das erste Glied der Gleichung 
Di) f 270-1 e> da, oder IT(a) I(b—a), 


was die P EAE giebt . 
ægi dg 
T (a) T(b — a) = ro fgs Ta’ 
woraus 
Pyaide _ F(a) Toa | 
+9 T'(b) 

Man sieht somit, wie die Integrale von der Form 
Vga da 
Fa 

bezeichneten abhängen. 

Betrachten wir den besonderen Fall wo b = 1, id er- 


, in welchen man a < b hat, von den durch T' 
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er x 
LIFs — smnan’ 


innern wir ung dass T'(1) — 1, und 


wird die vorhergehende Gleichung 
x 


rla r(1— a = - . 
sın AT 
Wenn man daher die Werthe von T'(a) von a = Q bis 


zu == t kennte, so würde diese Gleichung die Werthe der 


2 
Function von a => bis zu a — 1 liefern. Nachher würde 
es sehr einfach sein, wie wir gezeigt haben, ihre Werthe von 
a =— 1 bis zu a = æ zu bestimmen. 
Man kann bemerken, dass die letzte Gleichung, wenn man 
a = 5 macht, liefert 
2 Pr 
(r5) — x; daher y& — Vr: 
2 2 
somit 


R 1 
J a ie-rda = Va 
0 
Indem man æ = y? setzt, kommt 
© E © 2 
2 je "dy= Vx, oder f e=» dy = Vrz, 
0 
wie wir schon auf andere Weise gefunden haben. 
117. Man kann die Integrale der ersten Classe zurück- 
führen auf diejenigen der zweiten; was vortheilhaft ist, da 


diese nur von einer Variable a abhängen, wogegen die anderen 
von zwei Variablen p und q abhängen. 
1 


Das Integral $ æ?—1 (1 — æ)? ds wird, indem man 
ö 


y 


= setzt, 
kg 
je} 
y? dy 
ar 
dessen Werth nach einer Formel der vorigen Nr. ist 
ANDERE 
r +g) 
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man hat daher die Gleichung 
1 


fr-«a — æ) dg =n j 


1) 
oder 


— TTo 
Pue P 
welche sehr einfache Formel dazu dient die Functionen der 
ersten Classe durch die Gamma- Functionen auszudrücken. 
118. Multiplicirt man die beiden Gleichungen mit einander 


EC E10 
BE) 
PFEN=STEHaFnN 
so kommt 
2. ip) Er Fin). 
’ bd r — ’ 
(P DP +g”) Te Fg Fr) 
und da das zweite Glied sich nicht ändert, wenn man irgend 
zwei der Buchstaben p, q, r mit einander. vertauscht, so muss 
dasselbe mit dem ersten stattfinden, und man hat 


(p: 9) (p +4: r) = (p: r) (p +r, 9) = (r, 0) (+r, p), 


was. eine der fundamentalen Eigenschaften der Functionen 


(p3 q) ist. 
119. Nehmen wir jetzt an, dass die zwei Zahlen p und q 


gleich seien in der Function (p, q); man hat dann 


1 
(a, a) = f ami (1 — aji da. 
o 


Setzen wir < — 2 (1 + y), so kommt 


iM 1 
1 1 
(a, a) Ba fan dy ze af — ya)a-ı dy; 
=] 0 


X “RE 
machen wir darauf y? = z, woraus dy = — , so erhalten 
22? 
wir 


1 
1 = 1 1 
eg] ug (20): 
0 
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a: ae 


oder, indem man die Functionen (p, g) durch ihre Werthe ver- 
möge der Gamma -Functionen ersetzt, 


N À (3) 1 p 
T (2a) J2a—1 ri + a) 


woraus man zieht, mit Rücksicht darauf dass I (5) = Vz, 


21-2 Yz T (2a) = F(a) T (> + a) i 
was eine neue allgemeine Eigenschaft der Gamma - Funetionen 
constituirt. 

Wir beschränken hierauf Dasjenige, welches wir über die 
Euler’schen Integrale zu sagen hatten, und wir verweisen 
wegen grösserer Details auf die Exwercices de Calcul integral von 
Legendre. 
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Ausdruck für die Functionen einer Variable 
durch bestimmte Doppelintegrale. — Entwick- 
lung in trigonometrische Reihen. 


120. Fourier hat eine Formel gegeben, welche von 
grosser Wichtigkeit ist in den Anwendungen der Analysis auf 
die Physik. Sie hat zum Zweck durch ein bestimmtes Dop- 
pelintegral eine Function von æ darzustellen, welche von 
æ = — æ bis zu z — æ gegeben, und überdies keiner Con- 
tinuitätsbedingung unterworfen ist. Sie kann ihre Form in 
beliebiger Weise ändern, und einen geometrischen Ort dar- 
stellen, welcher zusammengesetzt ist aus so verschiedenen Cur- 
venbogen als man will; dieser Ort kann z. B. mit der Axe 
der z vom negativen Unendlichen an bis zum positiven Unend- 
lichen hin zusammenfallen, mit Ausnahme einer begrenzten 
Strecke, wo er sich aus beliebigen Curvenbogen zusammen- 
setzt. Die einzige Bedingung, welcher die Function unterwor- 
fen ist, besteht darin, dass sie nur einen einzigen Werth haben 
darf für jeden der Werthe von z. 

Ohne uns in irgend ein Detail einzulassen über den Weg, 
auf welchem Fourier diese Formel entdeckt hat, beschränken 
wir uns zunächst darauf ihre Richtigkeit zu erweisen. 

Es sei F(x) eine ganz beliebige Function von æ; wir be- 
haupten, dass man identisch haben wird 


d) E(w) Jfr cos p(x —«)dpda. 


_- 1 —.o 
In der That, integriren wir zuerst in Bezug auf p, von O bis 


zu einem sehr grossen Werthe p; indem wir das Resultat _ 
Duhamel, Diff.- u. Int-Rechnung. I. 10 
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verdoppeln, werden wir denselben Effect hervorbringen, wie 
wenn wir von — p bis + p integrirt hätten. Wir haben darauf 
F(a) sin p (2 — 


& e i s 
r er & zwischen — œ und 4% zu integriren, 
und ie p unbegrenzt wachsen zu lassen. 


Wenn man nun einen Werth von & betrachtet, welcher 
sich von æ um eine endliche Grösse unterscheidet, so kann 
man sich p gross genug denken, damit p (v — «) um 2x wachse, 
während « um eine Grösse wächst, die so klein ist als man 


will und zum Werthe hat ri in diesem Intervall wird LW 


sich unmerklich ändern, und da das Integral f sin p (x — a) da 
zwischen diesen beiden Grenzen Null ist, so kann man auch 


f F(« aree ana ad, ®) dæ in diesem Intervall als Null betrachten: 


woraus Rh a a man sich auf die Betrachtung der Werthe 
von æ beschränken darf, welche von æ unendlich wenig ver- 
schieden sind, und es ist evident, dass die vorhergehenden 
Folgerungen auf diese Werthe keine Anwendung finden, weil dann 


a. beträchtlich variiren kann, wenn « sehr kleine Aende- 


rungen erleidet. Es sei daher œ — z + w, und w sei eine 
unendlich kleine, positive und negative Grösse, damit « grösser 
und kleiner sei als æ; wenn F(«) sich bei dem Werthe x 
nicht sprungweise ändert, so kann man F (æ+ w) durch F (æ) 


ersetzen, und n3 F(a) RIE dæ wird sich reduciren auf 


+e, 
F (æ) pt L = do, wo & unendlich klein ist. Aber das Integral 


— £ 


sin p © 5 y 
J _— do ist als Null zu betrachten nach dem oben Bewiesenen, 


Aa N 2x 3 
wenn œ endlich ist und man zwei um —- verschiedene Grenzen 


nimmt; woraus folgt, dass je grösser man p voraussetzt, desto 
Fan 


mehr [41 ERE do sich ne do oder x nähert. Also ist 


€ — o 
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die Grenze von 
4 ee O da 
Un Wr E 


xF (x). Dieses Resultat verdoppelnd, hat man die Grenze von 


[ro cos p (x — a) dp de; 
und folglich hat man für alle Werthe von æ, für welche F (æ) 
stetig ist, 


Fa) =z f [EO ospea dpda. 


121. Wenn F (æ) plötzlich von dem Werthe A zu dem 
Werthe B, für einen gewissen besonderen Werth von æ über- 
ginge, so müsste man F(s — ©) = A, F (æ + o) = B 
nehmen, und die beiden Integrale betrachten 


0 € 
A 7 PE IE is 
© d 0 
= £ 
statt des einzigen Integrals 

é 

F sin p © ; 
ua 


und man sieht dass die Grenze, statt x F(x) zu sein, x en 


sein würde. Daraus schliesst man, dass für diese besonderen 
Werthe von æ die Formel (1) für F(x) die halbe Summe der 
Werthe geben wird, welche diese Function für zwei Werthe 
von æ annimmt, von denen der eine unendlich wenig grösser 
und der andere unendlich wenig kleiner ist als derjenige, wel- 
chen man betrachtet. 

122. Kommen wir genauer auf einen wichtigen Theil die- 
ses Beweises zurück, auf denjenigen nämlich wo wir zeigten, 
dass es genüge, nur die Werthe von «, welche unendlich nahe 
bei æ liegen, zu betrachten in dem Integrale 


le = 


10* 
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Denken wir uns dass man von irgend einem, von æ endlich ent- 
fernten Werthe a an, das bis ins Unendliche gehende Intervall 


in Theile, welche gleich Aa sind, zerlege, und betrachten wir zu- 
nächst das Integral in dem ersten Intervall. Es sei zur Abkürzung 
2 m 
ai, 


Ehen p(«). Man kann das Integral / g(a) sin p(x — «) de 


P tu 


in die beiden folgenden abtheilen: 


a+” + 
Sol) sin p(x — a)d« und Sow sin p (x — «) da. 
a + 


In jedem von ihnen hat der trigonometrische Factor ein con- 
stantes Zeichen, und folglich kann man ihn allein integriren, 
muss aber dann das Resultat mit einem Werthe von g(«) 
multipliciren, der zwischen dem kleinsten und dem grössten von 
denen liegt, welche ø («) in demselben Intervall annimmt. Aber 


“+ a4 
J snp(@—e) da = — f sinp (x — a) da 
à Ai 


2 i 
= — Re a ; 


wenn i das Intervall = bezeichnet. 


y ; ; 2 
Für das zweite Intervall müsste man a in a + — ver- 


wandeln, was Nichts ändern würde an dem Resultate der Inte- 
gration, die wir ausgeführt haben; und ebenso würde es sein 
für alle folgenden Intervalle: das Resultat ist beständig 


ù 
eapi cos p(a — æ) 


Für die erste Hälfte des Intervalls ¿ wird es multiplicirt sein 
mit einem mittleren zwischen den Werthen von ọ («) in dieser 
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Hälfte; für die zweite mit einem mittleren Werthe von ọ («) 
in der zweiten Hälfte, und dieses zweite Product muss man 
von dem ersten abziehen. Der Rest wird geringer sein als 


das Product von D cos p (a — x) mit der Differenz des klein- 


sten und grössten Werthes von p(«) in dem Intervall i, das 
man betrachtet. Da aber i gegen Null convergirt, indem p 
wächst, so sind die beiden Factoren dieses Products unendlich 
klein, und das Product ist ein unendlich Kleines der zweiten 
Ordnung. Also convergirt das von a bis ins Unendliche ge- 
nommene Integral gegen Null, während p wächst, wenn nur der 
Werth a von æ endlich entfernt ist; was wir beweisen wollten. 


Entwicklung einer beliebigen periodischen Function 
in eine trigonometrische Reihe, mittelst bestimmter 
Integrale. 


123. Wenn man durch u irgend einen Bogen bezeichnet, 
so ist bekannt dass man hat 


sin (m +- S u 
2 sin a u 


Verwandeln wir w in æ — «, multipliciren mit einer belie- 
bigen Function F(«), und integriren in Bezug auf œ zwischen 
zwei beliebigen Grenzen a und b, so erhalten wir 


5 + cosu + cos 2u + cos 3u ++ cos mu = 


“ if F(o)da—+ Fa)cos(«—e)da+ i J‘(a)cos Ken. 
(1) 


in(m+3)@—e) 
—da 


sin 3 (& rg &) 


y froko ijai ia 


Man sieht, dass Nichts geändert wird in beiden Gliedern, 
wenn man æ um irgend ein positives oder negatives Vielfache 
von 2x vermehrt, und dass sie folglich eine periodische Func- 
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tion darstellen, deren Periode 2x ist, was übrigens auch die 
ganze Zahl m sei. Wenn man nun diese Zahl unbegrenzt wach- 
sen lässt, so nähert sich das zweite Glied einer Grenze, welche 
man leicht bestimmen kann, und das erste Glied wird die Rei- 
henentwicklung der Function sein, welche diese Grenze ausdrückt. 

Man bemerkt, wie in der vorhergehenden Aufgabe, dass 
man sich auf die Betrachtung der Werthe von œ beschränken 


kann, die denjenigen unendlich nahe sind, welche sinz (2 — 0) —0 
machen, da das Integral gegen Null convergirt, indem m wächst, 
für jedes Intervall in welchem sin € (2 — «) eine endliche 


Grösse bleibt. Man hat sich daher zu beschränken- auf die 
Werthe von œ, welche unendlich wenig verschieden sind von 
den folgenden: 

re, ii, «4 2kr, etc. 

Es sei x irgend ein zwischen a und b liegender Werth, 
und setzen wir voraus, dass b — a höchstens gleich 2m sei; 
man hat allein die unendlich kleinen Werthe von «œ — x zu 
betrachten; man kann daher sinz («— x) durch = (e— x) er- 


setzen, und das zweite Glied der Gleichung (1) wird 
+e 


1 
2) e AE a du: 


Rt 
— € 


wo & unendlich klein ist; oder, indem man &— x — © macht, 
+e 


\ 1 
IP or. aus In do. 


@ 
— £ 


Wenn F'(«) stetig ist in der Nachbarschaft von x, so kann 
man F(x + w) ersetzen durch F (x), und hat 


| ! 1 
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und da dieses Integral nur für unendlich kleine Werthe von 
œ einen endlichen Werth hat, wenn m unbegrenzt wächst, so 
kann man seine Grenzen bis zu — œ und 4- œ ausdehnen, 
was die Integration erleichtert, und man findet als Resultat x. 
Da die Grenze des zweiten Gliedes somit x F (æ) ist, so hat 
man die Formel 


er rrez f rot 5 J froume-oie, 


welche die Entwicklung von F (æ) in eine Reihe liefert, deren 
NER Glied von der Form ist 

A„sinma + B„.cosma& . 
Wir wollen nun einige Bemerkungen machen, welche den 
eigentlichen Sinn dieser Formel näher bestimmen werden. 

124. Wenn man dem x einen solchen Werth giebt, dass 
zwischen a und b keiner der in dem Ausdruck x + 2km, wo 
k Null und jede ganze Zahl, enthaltenen Werthe fällt, so ist 
das Integral (2) Null, und die Reihe hat zur Grenze die Null, 
für diesen Werth von æ. Der Ort, welcher zur Ordinate das 
durch x getheilte zweite Glied der Gleichung (4) hat, besteht 
also aus dem Orte der Gleichung y = F(&) zwischen æ = «a 
und æ — b, der sich unendlich oft nach beiden Richtungen 
der Axe der x dergestalt wiederholt, dass die correspon- 
direnden Punkte von einander um 2x abstehen; und ferner 
besteht der Ort der Gleichung (4) aus allen Theilen der Axe 
der x zwischen diesen successiven Uurven. 

Wenn das Intervall b — a gleich 2” ist, so reproducirt 
sich der zwischen æ = a und æ = b construirte Ort y = F (æ) 
unendlich oft hinter einander ohne Unterbrechung. 

125. Es sei æ gleich einer der Integrationsgrenzen, z. B. 
gleich a, und das Intervall b — a sei gleich 2”, so wird das 
Integral (2) nur zwischen 0 und -+& genommen sein, wenn 
œ in der Nachbarschaft von a liegt, was > F(a) geben wird. 
Aber, auch wenn « in der gern von b liegt, welches 


gleich a + 2x ist, so wird sin ș > (@— x) unendlich klein sein; 


und wenn man « = a +2” — w setzt, so hat man 
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NER. . O 
nz a) E R 
anA 


5 ersetzen wird. Man erhält auf diese 


was man wieder durch 


Weise ein neues Integral, welches gleich i F(b) ist; woraus 


man sieht, dass wenn man dem æ einen Werth giebt, der gleich 
ist einer der beiden Integrationsgrenzen, die Reihe die halbe 
Summe der auf die beiden Grenzen bezüglichen Werthe vòn 
F (æ) liefert. 

126. Wenn für einen zwischen a und b enthaltenen Werth 
vong, F (æ) nicht stetig ist, sondern plötzlich von dem Werthe 
m zu dem Werthe n übergeht, so muss man in dem Integrale (3) 
nehmen F(2)—m zwischen — € und 0, und F (<)—n zwischen 0 


und +€, was zum Resultate geben wird = (m + n). Also 


giebt die Reihe für einen Werth von x, welcher F (x) unstetig 
macht, die halbe Summe der Werthe von F (æ), welche die- 
sem Werthe von x entsprechen. 

127. Wir haben vorausgesetzt, dass die Differenz der 
Grenzen a, b höchstens 2x wäre. Untersuchen wir, was sich 
ereignen würde, wenn diese Differenz grösser als 2x, und die 
Function in dieser Ausdehnung willkürlich gegeben wäre; 
nehmen wir z. B. an, dass man habe b — a —2 m + ô, 
wo Ò < 2x. Bei jedem Werth von æ zwischen a und a +6, 


wird sin > (@—:) Null werden für «&—=x und für «&—2n-t; 


b 
man hat also in dem Integrale fi die Werthe von œ in der 
& 


Nachbarschaft von æ und von 2x + x zu betrachten, und folg- 
lich findet man als Werth dieses Integrals für die Werthe 
von æ zwischen a und a + ò 

z[F (8) + F(e + 22)]; 
ebenso würde man für jeden Werth von æ zwischen b — ô 
und b als Werth des Integrals finden 

a[F(&) + F(x — 2n)]. 


Für die anderen zwischen «a und b enthaltenen Werthe von æ 
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würde das Integral einfach den Werth F(x) haben. Man 
sieht, was sich ereignen würde, wenn b— a eine beliebige 
Anzahl mal 2” enthielte, und die Function f(«) in, dieser 
ganzen Ausdehnung willkürlich gegeben wäre. Also nur indem 
man 2m höchstens zur Differenz der Integrationsgrenzen nimmt, 
wird die Reihe die Function F(æ) selbst für jeden zwischen 
diesen Grenzen enthaltenen Werth darstellen. In allen Fällen 
würde die durch die Reihe repräsentirte Function die Periode 
2x haben. 


Wenn die Function F(«) periodisch, 2x die Ausdehnung 
der Periode und b — a ein Vielfaches von 2 ist, so wird die 
b—a, 

gi 

indem man daher durch diese Zahl dividirt, erhält man 
zF«(x), wie wenn man zwischen a und a + 2x integrirt 
hätte. 


‚Reihe offenbar x F (x) darstellen, multiplicirt mit der Zahl 


128. Wenn man a = 0, b = 2x nimmt, so giebt die 
Formel (4) 


27n 4i 2n 
> N eS In Me 
(5) a T aan a a | room ada 
Macht man a = — zx, b = + x, so erhält man 
$ +n SEEN, +a 
© F=z; [r@ae+12) [rwesm@—)da. 
1 


Man kann auf diese Weise in eine Reihe, welche nach den 
Sinus und Cosinus der Vielfachen von æ fortschreitet, einen 
Theil von irgend einer Function F (æ) entwickeln, der zwischen 
æ = 0, z= 2x, oder = — a, 2 —=-+x enthalten ist, 
und der sich selbst aus mehreren Theilen zusammensetzen 
kann, welche Functionen von ganz verschiedenen Formen an- 
gehören. Aber dieser Theil reproducirt sich unendlich oft in 
beiden Richtungen; so dass für die Werthe von x ausserhalb 
dieser Grenzen die Reihe keine Beziehung hat zu den Wer- 
then, welche F(x) nach der Form dieser Function annehmen 
würde. Wenn z. B. y = F(x) eine Parabel darstellt, so wird 
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die Reihe, indem x unbegrenzt positiv oder negativ wächst, 
periodisch den zwischen 2 = — nz, z = x enthaltenen Bogen 
dieser Parabel reproduciren, und keineswegs die unendliche 
Parabel darstellen. 


129. Man kann den Formeln (5) und (6) eine grössere 
Allgemeinheit geben, indem man annimmt, dass die zu ent- 
wickelnde Function in irgend einem Intervall 21 anstatt 2” 
gegeben ist. 


Wenn man nämlich x — Ei und « — zé macht, so ge- 
ben diese Formeln 


+7 = fr EA cos mE (e— p) dÊ, 


+72 Jee cos ZE (e — 6) dB; 


oder, indem man ET) durch ø (2) darstellt, welches eine 


willkürliche, zwischen 0 und 2l, oder — ! und j- l bekannte 
Function von z sein wird, und indem man z und 8 mit den 
häufiger angewandten Buchstaben w und « vertauscht, hat man 
die beiden Formeln: 
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+ 7 D o () cosm at da. 
1 


130. Ist die Function p(x) eine solche, dass man hat 


so erhält man 


+z 
Soosinn T de = 0, 
—ı 


l ı 
Te an de. 
0 


=} 


die Formel (8) wird dann 


l 
1 
pa) =F [9da 
(9) ap 
+52 com Z? | pla)cosm ii de, 
1 
0 


und ebenso wird die Formel (6) 


9@)=z foda 
0) 


© ra 
+ Ä > osme | p(a)cosm ada. 
1 
0 


131. Wenn man dagegen hätte 9(— x) = — p(e), so 
würde reultiren 
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prew T de=0, 


=n} 


+ l 
fosi TE da=2 / plo sinm TË da: 
dig 0 


die Formel (8) würde sich auf diese reduciren: 
2 ? i 
(11) pa) = 2 sim 3E f p(o)sinm TË de, 
! 1 
N 
und die Formel (6) auf folgende: 


(12) p(2) = z & sin mg [pWsinmada. 


132. Da die Formel (8) eine zwischen 2—=— ! und 
æ = + l willkürliche Function darstellt, so braucht man nur 
l unbegrenzt wachsen zu lassen und zur Grenze überzugehen, 
um den Ausdruck einer beliebigen Function von «= — œ 
bis z — œ zu erhalten. 


Wir wollen zeigen, wie indem das Zeichen Æ sich in ein 


Integrationszeichen verwandelt, man auf diese Weise die Fou- 
rier’sche Formel wiederfindet. 


Um jede Schwierigkeit zu vermeiden, setzen wir voraus, 
dass ọ (x) niemals unendlich werde, und Null sei für = — œ 
und æ — œ; so dass die durch y — ọ (x) repräsentirte Curve 
sich zuletzt der Axe der æ unbegrenzt nähert, wenn æ unbe- 
grenzt, positiv oder negativ wächst. 


Der erste Theil des zweiten Gliedes der Gleichung (8), 


l 
5 y p(a)da wird gegen Null convergiren, wenn l unbegrenzt 
=l 
wächst, und man braucht nur den zweiten Theil zu betrachten, 


; s ; x 
welcher wie folgt geschrieben werden kann, indem man g~: 
I , 


setzt, 
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í + + 
z g (æ)cos e z—o)dat- g (a) cos? e (x —a)da +- .. 
Td, ( aJ, 
(13) + 
+ zJ g(«)cosme(æ— «jda +.... 
=l 


Wenn man nun me = p macht, so kann man p betrachten als 
eine Variable, welcher man successive mit & gleiche Incremente 
ertheilt in der allgemeinen Function 

+: 

g («) cosp (x —«) da; 

A. 

und indem man, für jeden Werth von p, diese Function mit 
dem Incremente von p multiplieirt, so ist die Summe aller 
dieser Elemente von p — 0 bis zu p = œ nichts Anderes als 
der mit x multiplicirte Ausdruck (13). Wenn man jetzt ! un- 
begrenzt wachsen lässt, so convergirt & gegen Null, und die 
Summe (13) Seren gegen das Integral 


4 [ar | stone ae. 
Die Gleichung 8) führt Be diese Weise zu der folgenden: 
(14) g(s) = 1 [in [ named, 


oder indem man — a an & zu Grenzen von p nimmt, 


wodurch das Integral sich verdoppelt, 
(15) pa) =z fi [vomp aaa: 


und diese Formeln gelten für alle Werthe von æ, von — œ 
bis + œ. 
Sie unterscheiden sich nicht von der früher gefundenen. 
133. In dem Falle wo p(— x) = p(x), hat man 


ý; o (œ)sinpada =Q, 


Joo ospada — 2 | Pla)oospada, 
Los y 
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und die Formeln (14) und (15) reduciren sich auf diese: 


(16) p(2) = z Jipospa p(a)cospad«a. 
0 O 

Hat man dagegen 9 (— 2) = — ọ (x), so findet man 

(17) Bi een 2 [dpsinpa p(a)sinpade; 
0. 0 


und umgekehrt, wenn man die Formeln (16) oder (17) anwendet, 
so bildet sich das zweite Glied aus den Werthen von 9 (x), welche 
sich auf die positiven x beziehen; und wie auch die Werthe 
von 9(— x) nach der Natur der Function p seien, so geben 
diese Formeln für ein negatives x, die erste (x), und die 
zweite — Q(x). 

Alle diese Formeln, welche dazu dienen, vollkommen will- 
kürliche, zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen der 
Variable gegebene Functionen darzustellen, sind von dem 
grössten Nutzen in den Anwendungen der Analysis auf Auf- 
gaben der Physik oder molecularen Mechanik. 

Wenn man in analoger Weise eine Function von zwei 
Variablen x und y ausdrücken sollte, so würde man sie zù- 
erst als Function von æ mit der Constante y betrachten, und 
von den obigen Formeln Gebrauch machen. Die Function 
Y(«) würde dann y enthalten und könnte folglich durch die- 
selben Formeln ausgedrückt werden, was die Anzahl der In- 
‚tegrations- und Summenzeichen verdoppeln würde; und ebenso 
würde man für irgend eine Anzahl von Variablen verfahren. 


Verschiedene Beispiele. 


134. Nehmen wir uns zuerst vor in eine trigonometrische 
Reihe eine Function zu entwickeln, welche gleich ist einer 
Constante zwischen æ = 0, æ — 1, und gleich derselben Con- 
stante mit geändertem Zeichen zwischen æ = 0, æ = — I. 
Offenbar genügt es, diese Constante gleich der Einheit zu 
nehmen, und man wird nachher auf jeden anderen Werth durch 
einfache Multiplication übergehen. 

Wir setzen also p(z) — 1 in der Formel (11), und er- 
halten 
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l 

PAE MAD S: i Dean LEOS T a 
Js 7 > sin 7 Jen dus ang 
Für m gerade ist nun 1 — cos mr —0, und für m ungerade 
1 — cosmx = 2; woraus folgt 

Au E SENT. Bi. TE 

Mer tsmirt, sin 5 a 
was die verlangte Formel ist. Die unbegrenzte Function ist 
periodisch, und die Amplitude der Periode 21. 

135. Entwickeln wir jetzt eine Reihe, welche‘ gleich x 
ist zwischen den Grenzen — l und + l. 

Da man jetzt hat g (— x) —= — g(x), so muss man wieder 
von der Formel (11) Gebrauch machen, und man findet 

Xi 1 
(a) o= ŽD sim” [a sin m Ë da, 
0 

oder, die Integration ausführend, 

BU ER SE ee 
a ee (sin T2 sin Epi sin E sind TE J: 
Aber wenn man wollte, dass die Function gleich x wäre, zwi- 
schen 0 und l, und gleich — x zwischen 0 und — l, so würde 


man haben 9(— z) — (x), und müsste die Formel (9) an- 
wenden. Man erhält dann 


4 w l 
Wh DERN TE Ta 
& =7 ada —+ T 5 cosm -7 a. cosm -T da, 
1 
0 0 


oder, die Integrationen ausführend, 


(b) A er PT pea ; Zt ieos 57 lo? TF 36 
Diese beiden Formeln (a«a) und (b) stellen denselben Werth x 
dar zwischen 0 und l, aber sie haben gleiche Werthe und ver- 
schiedene Zeichen zwischen 0 und — l; sie haben überdies 
beide 2l zur Periode. 

Man sieht hieraus, dass die Oerter, deren Ordinaten diese 
Entwicklungen sind, Theile von endlicher Länge haben, welche 
zusammenfallen, und andere Theile, welche verschieden sind 
für beide. y 

136. Suchen wir jetzt den Reihenausdruck für die Or- 
dinate des gleichschenkligen Trapezes A MNB, dessen Basis 
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AB gleich x ist, und welches so ist, dass man von A bis zur 
Abscisse AP.—=a, y=shät; von Pbis Q, y= a,- und 
von Q bis B, y—= m — æ. Setzen wir ferner voraus, dass man 
9 (—2) = — g(x) habe zwischen —x und + x. 

Man muss in diesem Falle von der Formel (12) Gebrauch 
machen, und man findet, nachdem jede Reduction gemacht 
ist, als Ausdruck der Ordinate dieses Umfangs 


4 A N BR 3 S ARS SR 
y=7 (sin a sin ® 73 sind sind — 53 sinda sind + Di 


x ne 
Wenn man « — — voraussetzt, so reducirt sich das Trapez 


2 
auf ein gleichschenkliges Dreieck, und die Ordinate dieser ge- 
brochenen Linie ist 


jra t sinn — 5 sinds- 5 sinde — z inte: ): 
137. Betrachten wir nun Functionen, welche gegeben 
sind vn g = — œ bs zu z = œ. 
Nehmen wir an, dass man haben soll y — e”* von æ — 0 
bs 2 =», und y=e* von æ = 0 bis «= — »; man hat 


dann die Bedingung 9(— x) — (x), und muss von der For- 
mel (16) Gebrauch machen. Sie giebt 


Me 2 fr Pr [e=tospada. 
0 


0 


Aber 


ki i 
fe“ cospada = —; 
n an 
man hat also 


ya 2 "cospada 

Bi Sa T 

Und in der That, wir haben gesehen in Nr. 103, dass dieser 
Ausdruck äquivalent ist mit e~# wenn æ positiv, und mit e7 
wenn æ negativ. 

138. Beschliessen wir diese Beispiele mit dem Falle einer 
Function, welche der Einheit gleich ist für alle Werthe von æ 
zwischen — 1 und — 1, und Null für jeden anderen Werth 
von æ. 
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Mam hat in diesem Falle 9g(— x) = (x), und gebraucht 
also die Formel (16). 

Da nun die Function Null ist von æ = 1 bis x = œ, 0 
giebt die Integration Null in dieser ganzen Ausdehnung, und 
folglich braucht man sie nur zwischen den Grenzen 0 und 1 
zu betrachten; welches liefert 


œ% 1 
yo z dp cospæ cospada; 
0 0 


und da man hat 
1 


sin p 
cospada = —=, 
J p P 


0 
so schliesst man hieraus 


— 2 f sinpeosp® gp. 
y x J ay aeg P 5 
und man hat somit einen Ausdruck, welcher gleich 1 ist für 
jeden Werth von æ zwischen — 1 und + 1, und gleich Null 
für jeden Werth von æ ausserhalb dieser Grenzen. Es ist 


übrigens leicht, dies zu verificiren. In der That, man hat 


œ 


sinp cosp 1 (sine 7 1 Psin x2—1)p. 
ak p cosp douai ah E o] MEN P dp. 
URE Y , p EP 
Wenn nun æ œ 1, so sind die in das zweite Glied eingehen- 


ç 


den Integrale gleich F; und die beiden Ausdrücke zerstören 


sich. Ebenso, wenn æ < — 1; was zunächst beweist, dass 
unser Integral Null ist für jeden Werth von æ ausserhalb der 
Grenzen — 1 und + 1. 


Wenn jetzt x zwischen — 1 und + 1 liegt, so addiren 
Mi i E t x 
sich die beiden Theile und geben zur Summe z> worausy— 1 
folgt; was zu verificiren war. 
Duhamel, Diff,- und Int,-Rechnung. I. 11 
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Integration der Gleichungen mit partiellen Dif- 
ferentialen. 


139. Wir haben gesehen, wie man eine Function mehrerer 
unabhängigen Variablen bestimmen kann, wenn man ihre par- 
tiellen Ableitungen der ersten Ordnung in Bezug auf jede 
Variable, ausgedrückt in diese Variablen und in die Function 
selbst, kennt. Wir wollen jetzt annehmen, dass man nur eine 
Gleichung giebt, worin ihre partiellen Ableitungen von be- 
liebiger Ordnung vorkommen. 

Betrachten wir eine Gleichting, welche in irgend einer 
Weise die beiden unabhängigen Variablen x, y, die Function z 
und alle ihre partiellen Ableitungen, welche nicht die Ordnung 
m übersteigen, enthält; sie kann dargestellt werden unter der 
Form 

„de 
i p (ay de diz. dhe de (de de ee) 
99 da’dar’ ’dam’dy’ dy ’ ’dy2’ dy” F 

Indem man z als Function von æ betrachtet, kann man 

z entwickeln nach ‘der Formel von Taylor oder Maclaurin, 


welche letztere wir als die einfachere anwenden werden. 
m 


Die Gleichung (1) giebt den Werth von TE als Function 


von æ, y, z und den anderen Ableitungen, in welchen höchstens 
m— 1 Differentiationen in Bezug auf x vorkommen. Indem 
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Im ; af! 
man dem Werth von T Z nach æ differentiirt, erhält man 
m 
dm+1 dmz RE ; . 
mr dessen Ausdruck 7m» sowie die Ableitung davon in 


’ dnz . 
Bezug auf y enthalten wird. Aber wenn man statt ne seinen 


aus (1) gezogenen Werth setzt, so hat man keine Ableitung 
mehr, welche die Ordnung m — 1 in Bezug auf x übersteigt. 
Indem man so unbegrenzt fortfährt, erhält man alle partiellen 
Ableitungen in Bezug auf æ, von der mten an bis ins Un- 
endliche, ausgedrückt durch x, y, 2, NL MOL. und ihre 

de’; dana] 
Ableitungen in Bezug auf y allein. 

Es handelt sich jetzt darum die Werthe von allen Ablei- 
tungen nach x zu erhalten, wenn man darin z — 0 macht, 
wodurch sie Functionen von y allein werden. Hierzu wird 
man bemerken, dass indem man æ = 0 macht in einer Func- 
tion von æ und y und in Bezug auf y differentiirt, man das- 
selbe Resultat hat, wie wenn man zuvor differentiirt und dann 


ARE a ; : 
æ — 0 macht; also ist 2 Z worin man @&—0 macht, iden- 
dar dya 


drz 
da G 4 drz 
tisch mit BRD Ara indem man durch (Ta) bezeichnet was 
dys dar 0 


Ba. . - 
de ger wird, wenn man darin æ — 0 macht. Hieraus folgt, 


dass alle Derivirten von z in Bezug auf æ, in welchen man 
æ — 0 macht, sich aus z und den m — 1 ersten ableiten, und 
aus den Derivirten, welche diese m Functionen von y allein, in 
Bezug auf y geben. Ueberdies lässt die vorgelegte Gleichung 
diesem Functionen willkürlich und bestimmt nur die folgenden. 
Man kann daher die Entwicklung von z in Bezug auf x so 
ausführen: 


N >~ æ 5 ym—l 
FAN Y + Yı + Ys are 1521 N Tr a 


worin Y, Yi, ..., Ym—ı vollkommen willkürliche Functionen 

von y sind. Und man kann a posteriori beweisen, wie in 

dem Falle der gewöhnlichen Differentialgleichungen, dass diese 
117 
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Entwicklung identisch denselben Werth für me giebt wie die 


Gleichung (1). 


140. Wenn man statt zweier unabhängigen Variablen 
irgend eine Anzahl n derselben hätte, so könnte man sich im- 
mer die Function nach den Potenzen von x entwickelt den- 
ken; der Unterschied würde nur darin bestehen, dass Y, Yı, 

-> Ym-ı willkürliche Functionen aller unabhängigen Va- 
riablen, mit Ausnahme von æ, bezeichnen würden. 


141. Umgekehrt ist man versichert, das allgemeine In- 
tegral einer Gleichung wie die betrachtete zu haben, wenn die 
Function und ihre m— 1 ersten Ableitungen in Bezug auf 
æ, indem man æ — 0 macht, gleichgesetzt werden können 
vollkommen willkürlichen Functionen aller unabhängigen Va- 
riablen, mit Ausnahme von x; denn, weil das gegebene In- 
tegral der vorgelegten Gleichung genügt, so leiten sich alle 
Glieder seiner Entwicklung, vom mten an, aus den m ersten 
ab, in derselben Weise wie bei der Entwicklung des allge- 
meinen Integrals. Nun sind diese m ersten identisch in beiden 
Entwicklungen; also sind es alle andern, und die gegebene 
Function unterscheidet sich nicht von dem allgemeinen In- 
tegral. 

142. Wir haben die Gleichung der mten Ordnung voll- 
ständig vorausgesetzt; aber offenbar genügt es zur Aufrecht- 
haltung unserer Schlüsse, dass indem man sie in Bezug auf 
den höchsten Differentialco@fficienten der Function, der in 
Bezug auf eine Variable allein genommen ist, auflöst, dass in 
seinen Ausdruck keine Grösse eingeht, worin eine ebenso grosse 
Anzahl von Differentiationen in Bezug auf dieselbe Variable 
vorkommt. In dem besonderen Falle, wo dieser Umstand sich 
bezüglich keiner der Variablen darbieten würde, könnte die 
Entwicklung nicht mehr in derselben Weise geschehen, und 
wir würden uns von dem Zwecke dieses Buchs entfernen, woll- 
ten wir uns damit in einer allgemeinen Weise beschäftigen. 

143. Wenn die höchsten Differentialcoefficienten in Bezug 
auf æ und y nicht von derselben Ordnung sind, so wird die 
Entwicklung nicht dieselbe Anzahl von willkürlichen Functionen 
enthalten, wenn man sie successive nach æ und y ordnet; aber 
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diese Functionen enthalten nicht dieselben Variablen, und alle 
diese Entwicklungen sind im Grunde identisch, weil sie alle 
die allgemeinste Function darstellen, welche der nämlichen 
Gleichung genügt. 

144. Wenn nur Ableitungen vorkommen, welche in Bezug 
auf eine der Variablen genommen sind, so wird man alle an- 
deren als Constanten betrachten, und man hat dann eine Dif- 
ferentialgleichung mit zwei Variablen zu integriren. Die durch 
diese Integration eingeführten Constanten werden als willkür- 
liche Functionen derjenigen Variablen betrachtet, welche man 
als constant betrachtet hatte. 

Es sei z. B. 


so hat man 

z = Y4 Yis t- + Yni”! + gey), 
wo (æ, y) diejenige Function ist, welche man erhält, indem 
man F(æ, y) mmal in Bezug auf æ integrirt, und Y,..., 
Ym—:ı willkürliche Functionen von y sind. 

145. Betrachten wir jetzt die Gleichung 

m4 n 
dend Fed | 

welche in dem Falle enthalten ist, wo wir gesagt haben, dass 
man die Entwicklung nach den Potenzen einer der Variablen 
nicht ausführen könne. 


n 
Wenn man are — u setzt, so hat man 
dy” 
dm u 
dam Bm F(e, y) , 
woraus 


u = Y+ Yep. Ynien=it [Flasy)dan = 3 

Inden man jetzt nmal in Bezug auf y integrirt, und berück- 
sichtigt, dass man bei jeder totalen Integration eine einzige 
willkürliche Function von æ hinzufügen muss, und dass die 
Integrale von Y,..., Y„-ı neue willkürliche Functionen 
Y’,..., Y™ von y sein werden, so hat man 
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A Far fite, yY) -+ y -+ Yri æ + A -+ Y m) gm—1 
+X H Ky + + Kay. 


Wie man sieht, enthält diese Entwicklung willkürliche Func- 
tionen von jeder der Variablen einzeln. 

146. Wenden wir die Formel von Maclaurin an zur 
Integration der sehr einfachen Gleichung 


de _ „de 
et dy 
Man zieht daraus, nach æ differentiirend , 
1. 
Ra dady Mar dy EN dy?’ 
Tak AONA i d3z 
BAT. am 
dal E dm z 


dam | dym 3 


folglich 
dzo d?z, a? a? amgm 


ae agi 2 pa d” zo 
z = % + i ax + Bu LE Enge Fi AA 


«Mm 


Nun stellt das zweite Glied die Entwicklung der durch 2z 
repräsentirten Function ‚von y dar, in welcher man y in y + ax 
verwandelt. Da überdies 2, eine willkürliche Function F (y) 
ist, so hat man als das gesuchte Integral 

z = F (y+ as). 

Man findet somit eine willkürliche Function, welche zwei 
Variablen, aber in einer bestimmten Weise enthält; sie ist also 
keine willkürliche Function in Bezug auf die beiden Variablen. 


Lineare Gleichungen mit partiellen Differentialen. 


147. Wenn die lineare Gleichung kein von z und seinen 
Ableitungen unabhängiges Glied enthält, so ist leicht zu sehen, 
dass die Summe einer beliebigen Anzahl particulärer Integrale 
auch derselben Gleichung genügt. 
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Wenn überdies die Coöfficienten constant sind, so genügt 
man ihr durch Ausdrücke, welche analog sind den für die 
Differentialgleichungen gefundenen. 

Betrachtet man z. B. eine Gleichung der mten Ordnung, 
welche die Function z und, ihre Ableitungen in Bezug auf æ 
und y, mit Constanten multiplieirt, enthält, so kann man 
z — Ce“"tPY setzen; die Exponentialgrösse, sowie C ver- 
schwindet durch die Substitution in der gegebenen Gleichung, 
und es bleibt eine Gleichung des mten Grades zwischen « 
und ß. Diese kann m Werthe für ß als Function von « lie- 
fern; bezeichnet man einen derselben durch p(«), so hat man 
eine Auflösung der Gleichung, indem man setzt 

z = Zletturlo), 
Die Grössen « und C kann man in irgend einer Weise ändern 
beim Uebergang von einem Gliede dieser Summe zum anderen, 
und die Zahl der Glieder ist vollkommen willkürlich; wenn sie 
unendlich, und C endlich ist, so hat man eine Reihe; aber 
wenn C unendlich klein und von der Form F(«)dæ ist, wo 
F eine willkürliche Function bezeichnet, so hat man ein in 
Bezug auf œ genommenes Integral. Der Werth von z ist dann 
Fi}, F(a)e«=ty P(e) d«, und enthält eine willkürliche Function. 


148. Wenn die Werthe von ß alle linear sind in Bezug 
auf &, d. h. wenn man hat ß = aa + b, so ist es leicht, 
das allgemeine Integral der Gleichung unter endlicher Form 
auszudrücken. 

In der That, einer der Werthe von ß wird die Reihe 
- geben 


z = &(0ody eu (z+ay) — eby D Cet CHa). 


Aber wenn C und « willkürlich sind, so stellt ZCu“ jede 
Function von u dar; daher stellt ZCe@tay) eine will- 
kürliche Function von e”t“% und folglich von æ + ay dar. 
Bezeichnet man sie durch F(& + ay), und macht man das- 
selbe Raisonnement für die m Werthe von ß, so hat man, 
diese m Auflösungen addirend, 

e= edv F(rtay) ter Plata y)+.te m Fm (+ am-ıy)- 
Dieser Ausdruck enthält m willkürliche Functionen, so 
dass wenn man nach den Potenzen von x entwickeln würde, 
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die m ersten Coöfficienten willkürlichen Functionen von y 


gleich gesetzt werden könnten. Er repräsentirt mithin .das 
allgemeine Integral. 


149. Wenden wir diese Methode an auf die Gleichung 
Ce „dr 


welche die schwingenden Bewegungen, sowohl der elastischen 
Saiten als der Luft in cylindrischen Röhren, bestimmt. 


Man setzt z = CetztPy, und erhält 


œa? — a2ß?— 0, woraus « = Ł aß; 
folglich 
z = CeO Hod und z = EZCiefW ar), 


Das allgemeine Integral ist also 


z = F (y + aa) + Fi(y— ar). 


Die Functionen F, F, werden sich leicht bestimmen, wenn 


man 2, dz für z — 0 kennt. 
dæ 
In der That, es sei 


z = fQ), (2) = (y), 


so müssen die Functionen F und F, den beiden Bedingungen 
genügen 


1 
FQ+ RQ)=/Q, FQ- Fu) = > po) 
y 
Integriren wir die letzte und bezeichnen $ o (y)dy durch 4 (y), 
Yo 


so erhalten wir 
1 
Fo) — RO= >40) +0, 


wo C eine willkürliche Constante. Man zieht aus diesen Glei- 
chungen 


2P) =f) + wo) 6, 


2F, 0) = f0) — u) — C; 
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der allgemeine Werth von z, welcher allen Bedingungen ge- 
“ nügt, ist daher 


z ET EU a A a EN TR 
3 6 


2a 


Integration der linearen Partialgleichungen durch 
bestimmte Integrale. 


150. Wir haben oben gesagt, wie man, von particulären 
Integralen ausgehend, allgemeinere erhalten kann, welche will- 
kürliche Functionen enthalten und: ausgedrückt werden durch 
Integrale,. die genommen sind in Bezug auf andere Variablen 
als die in der vorgelegten Gleichung vorkommenden. Die 
Wahl, welche man für die Form der particulären Integrale zu 
treffen hat, muss so geschehen, dass die willkürlichen Func- 
tionen, welche man einführt, sich leicht vermöge der Gege- 
benen bestimmen lassen; und diese Gegebenen sind gewöhnlich 
die Werthe, welche die Hauptvariable und einige ihrer Ablei- 
tungen nach einer der unabhängigen Variablen annehmen, wenn 
man dieser letzten einen besonderen Werth beilegt. Betrachten 
wir als erstes Beispiel die Gleichung 


(1) Z aZ 


welche die Bewegung der Wärme in einer prismatischen Stange 
bestimmt, deren laterale Oberfläche für sie undurchdring- 
bar ist. 

Die Aufgabe wird vollkommen bestimmt sein nach Dem, 
was wir gesehen haben, wenn man den auf æ — 0 bezüglichen 
Werth von z kennt. Es sei also gegeben 
(2) 2a Fu) 20; 
man genügt der Gleichung (1), indem man nimmt 

gz = e"”cosmy, 
wofern n — — a?m?. Man kann selbst statt y, y — « setzen, 
und mit einer willkürlichen Constante A multipliciren, was 
den particulären Werth liefert 


g = Ae hma cos m (y — g). 
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Lassen wir die willkürlichen Constanten m und œ um unend- 
lich kleine Incremente dm, dæ wachsen, und geben wir dem ` 
A die Form 
(a) dadm, 

wo jf eine willkürliche Function bezeichnet; die Summe einer 
beliebigen Anzahl dieser unendlich kleinen Auflösungen wird 
auch eine Auflösung sein. Man hat also einen allgemeineren 
Werth von z, indem man nimmt 


z = f [rae-wrcom(y —a)dında, 


wo die Grenzen der beiden Integrale willkürlich sind. 
Nun redueirt sich dieser Werth von z für æ = 0 auf 


f Jroomw—odmd«. 


Wenn man daher zu Grenzen dieser Integrale — œ und + œ 
nimmt, so findet man zum Resultat 2æf(y); was f(y) bestimmt, 
weil man nach der gegebenen Bedingung haben soll 


2af) = FO) 
Der Werth von z, welcher der Gleichung (1) und der Bedin- 
gung (2) genügt, wird demnach sein ` 


(3) = >- Bi J Feee com y— @)dmda, 


== O —o 
~ 


und jeder Werth von z, welcher diesen beiden Gleichungen 
genügte, wäre identisch mit diesem, unter welcher Form er 
sich auch darböte. Es bleibt nur zu untersuchen, ob man den 


Ausdruck vereinfachen kann. 
Man hat die Formel 


[+] 


Sem oos2pudu = Vz e ™%; 
woraus folgt 
D — (y— «)? 
Va +" 
— a! m? x — dm = e 4a x 
Je cos m (y — «&) vs 


und somit 
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(are y— «a ji 
a 2aVz/ p a) de 
u i 7 Vaz rl‘ ( ; 
welcher Ausdruck nur ein otahi bestimmtes Integral ent- 
hält. 

Man kann ihm eine bequemere Form geben, indem man 
setzt 


Gar) ze ß?, woraus & = y m 2aß Vr 
und 
da = 2aVadß. 


Nimmt man die oberen Zeichen, so werden die Grenzen von ß 
dieselben sein wie die von «, und man hat 


(4) z = SaN pe 'F(y + 2aß Va) IB. 


Nimmt man die untern PR so vertauschen sich die Gren- 
zen, und indem man sie wieder in dieselbe Ordnung bringt, 
findet man den Werth von z 


y fi e~h F (y — 2aßV x)dp, 


welcher sich von dem vorigen nicht unterscheidet, da durch 
alle positiven und negativen Werthe geht, und e#" sich nicht 
ändert, wenn ß sein Zeichen wechselt. 

Die allgemeine Lösung der Aufgabe wird also durch die 
Gleichung (4) gegeben. 

151. Es sei jetzt 


(1) T = a Ga Hè 

und z sei der Bedingung unterworfen 

(2) 2 = K für 2 e 

Wenn man z = eètu setzt, so giebt die Gleichung (1) 
du deu 
da T 


und die Bedingung (2) führt zu der folgenden: 
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u So) für a = 0. 
Die Bestimmung von w zieht sich also auf den vorigen Fall 
zurück, und z wird daraus folgen. 
152. Integriren wir jetzt die Gleichung 
2 2 
0) Yoa G, 


welche wir schon durch eine andere Methode behandelt haben, 
und welche sich auf das Problem der schwingenden Saiten be-' 
zieht. Fügen wir derselben die beiden Bedingungen hinzu, 
‚ um die willkürlichen Functionen zu bestimmen: 


O y= Fej) 
(3) A — /(e) für ¿= 0. 


Man genügt der -Gleichung (1), indem man nimmt 

y = Acosamtcosm (e — 0), 
wo A, m, œ willkürliche Constanten. Man wird eine allge- 
meinere Auflösung haben, indem man A — g («)dmd& nimmt, 
und in Bezug auf œ und m zwischen — œ und + œ inte- 
grirt, während 9(«) eine willkürliche Function bezeichnet. 
Man erhält auf diese Weise 


yz= S [rw mamama- imda, 


—o —o 


Dieser Ausdruck reducirt sich auf 2 x o (æ) für t = 0. Daher 


` findet man, wenn man o(a) = an nimmt, F (x) für t = 0; 
woraus man sieht, dass der Ausdruck 
(4) y = zu | J E @osamtcosm(@—ajdmda 
i este ZU Y 
den Gleichungen (1) und (2) genügt; aber er liefert =, = 


für z — 0, und genügt folglich nicht der Bedingung (3). Es 
bleibt daher übrig, einen Werth von y zu finden, welcher den 
Gleichungen (1), (3) genügt und Null wird für ¿ = 0; indem 
man ihn zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4) 
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giebt, wird man einen Werth von y haben, der allen Bedin- 
gungen genügt. \ 
Man bemerkt zunächst, dass wenn eine Function y der 


Gleichung (1) genügt, die Functionen a, ey etc. ihr gleich- 


falls genügen werden, sowie auch ri ydt, letzteres wenn < 


Null ist für = 0. 

Wenn man daher den Ausdruck (4) in Bezug auf t von Null 
an integrirt, und darin die Function F(«&) durch /(«) ersetzt, so 
hat man eine Auflösung der Gleichung (1), welche, nach ż diffe- 
rentürt, sich auf f(x) für 2—= 0 reducirt, selbst aber Null 
wird für ż— 0. Man erhält auf diese Weise den Ausdruck 


=; J Jro zen mant ma- aam de), 


den man übrigens leicht verificiren kann. Der Werth von y, 
welcher den Gleichungen (1), (2), (3) genügt, und der ein- 
zige ist, der dies thut, ist also 


y = me un 


mi Fr 


T ne i PE = LN DAR RNA 


Untersuchen wir jetzt, ob diese Doppelintegrale sich reduciren 
lassen, und betrachten wir zunächst das erste. 
Man kann cosamtcosm(æ— «) ersetzen durch 


cosm (a + at— a) + cosm (x — at — a) 
2 


(5) 


’ 


und der Theil, welchen wir betrachten von dem zweiten Gliede 
der Gleichung (5), wird 


EJ J Fayloosm(e+at—a) + cosm («—at— o)]dmda, 
oder 4 


F(æ + at) £ F (eat) 
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Gehen wir zu dem zweiten Theile über, und ersetzen darin 


sin amt cosm (2 — «) 
durch 


sinm (x + at — a) — sin m (x —at — a) 
m nn nn 5, 


er wird dann 


Be Re) ande, 


4a m 


Man weiss aber, dass welchen Werth auch p habe, das In- 
tegral 


j ei hal dm 
J m 
gleich = ist, wenn p positiv, und gleich — æ wenn p negativ. 
Daher wird der Ausdruck (6) allemal Null sein, wenn 
x + at— oe und z—at— g dasselbe Zeichen haben; und folg- 
lich genügt es die Werthe von « zu betrachten, welche diesen 
beiden Grössen verschiedene Zeichen geben. Diese Werthe 
werden durch die Ungleichheiten bestimmt 
s+ at—a >00, z—at—e<h, 
wenn ? positiv; und durch 
z+tat—a<I(, v—at—« >Ù, 
wenn ż negativ ist. Die ersten geben 
& > &—at, a <etat; 
die letzten geben : 
e>xetat, a<a—at. 
Es genügt daher, die Integration in Bezug auf « zwischen den 
Grenzen z — at, x + at zu machen. 
Wenn ż >œ 0, so ist z -+ at — « positiv, und man hat 


je} 


jede BEE, 


m 


— 0 


der Ausdruck (6) reducirt sich dann auf 
1 tat 
1) I frode. 


g—at 
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Wenn ¿ < 0, so ist æ -+ at— « negativ; man hat 


pee (x + at—«) RES 


m AA, 


—o 


und der Ausdruck (6) wird 


was mit (7) übereinstimmt. 

Bezeichnen wir $ f(«)dx durch Y(x), so wird der Aus- 
druck (7) 

p(x + ut) — y (z — at) 
2a 
und die Formel (5) reducirt sich auf die folgende: 
F(@ + at) + F(e—at) , y( + at) — v(r— at) 
2 7 2a $ 

Sie stimmt jetzt überein mit derjenigen, welche wir vorher 
durch ein eintacheres Verfahren gefunden hatten. Aber wir 
haben geglaubt, dass es gut sein könnte, sie auf diesem neuen 
Wege zu erhalten, nicht nur um eine Anwendung von der 
Methode der bestimmten Integrale zu machen, sondern weil 
die von uns ausgeführte Reduction der Doppelintegrale Be- 
sonderheiten darbietet, denen man in anderen weniger ein- 
fachen Umständen begegnet, wo sie Diejenigen aufhalten könn- 
ten, welche noch nicht an diese Art der Analysis gewöhnt 
sind. 

153. Es sei noch die Gleichung 


y = 


d2 dt: 
0) mt mr 


welche die schwingende Bewegung einer elastischen Platte 
darstellt. 
Fügen wir die beiden Bedingungen hinzu 


(2) y'=.F'(a) d i 
] ür i= 0, 
(3) Y-yja)|\ 


so ist die Aufgabe vollkommen bestimmt und nur eine Auf- 
lösung möglich. 

Man wird zunächst versuchen der Gleichung (1) zu ge- 
nügen durch einen einfachen Werth von der Form 
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y = cosmi cosn (x — 0), 
und man findet, dass es hierzu genügt, wenn man hat 


m —n?; 
man hat auf diese Weise den besonderen Werth 
y = Acosn?tcosn (æ — a), 


wo A, n, œ willkürliche Constanten. 

Nehmen wir wieder A — g («)d æ dn , undintegriren in Bezug 
auf n und «œ zwischen — œund + œ, so erhalten wir eine 
allgemeinere Auflösung der Gleichung (1), welche ausgedrückt 
wird durch die Formel 


Ye f Jp@eoonzteosn(a — a) dn da. 


‘ Wenn man darin ż = 0 macht, so reducirt sie sich auf 2 x (x); 
und folglich wird man der Bedingung (2) genügen, indem 
man nimmt 


_fF@ 
p (2) Tran vi 
Somit genügt der Ausdruck 
(4) = 35 / ij F (a) cosn?tcosn (æ — a)dnda 


den Gleichungen (1), (2), und ergiebt a 0 dur. 4 = 0, 


Man braucht also nur einen neuen Werth von y zu finden, 
welcher den Gleichungen (1), (3) genügt, und sich auf Null 
reducirt für ? — 0; indem man ihn zu demjenigen addirt, wel- 
chen die Gleichung (4) giebt, hat man die gesuchte Auflösung. 
Wenn man aber in Bezug auf ? zwischen den Grenzen 0 und 
t einen Werth von y integrirt, welcher der Gleichung (1) ge- 
nügt, und so ist dass a — 0 für ż = 0, so wird das Re- 
sultat ihr auch genügen. Wenn man daher den Ausdruck (4) 
in Bezug auf i integrirt und F durch f ersetzt, so erhält man 
eine Auflösung der Gleichung (1), welche, nach ? differentürt, 
f(x) wird für 2 — 0, und folglich der Bedingung (3) genügt. 
Ueberdies wird dieser Werth von y Null für i — 0, weil das 
Integral von t — 0 an genommen wird; indem man ihn also 


zu demjenigen addirt, welchen die Gleichung (4) giebt, hat 
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man die Lösung der vorgelegten Aufgabe. Man erhält auf 
diese Weise 


35 / fr (œ) cosn?tcosn (æ — a) dnd a 


y ka 
(5) a 
1 sinn?t 
+) Jo a cosn (æ —«)dnda. 


Der erste Theil dieser Auflösung kann auf eine einfachere 
Form gebracht werden, indem man die Integration in Bezug 
auf n ausführt. 

In der That, wir haben die Formel kennen gelernt 


fag cos: 2p zda — are [cos (B2) +- sin (B?)] ; 


= 09 


À — 2—0 P , 
indem man setzt z = nV t, B= VT , erhält man hieraus 
t 


2 


& 


Jeosmzteosn (@— e)dn 


Vie (@d)++ 


Der erste Theil des Werthes von y, welcher die vollständige 
Lösung der Aufgabe allemal dann giebt, wenn man haben 


soll oi — 0 für ż = 0, nimmt auf diese Weise die Form an 


W 


mayad rO (re) 


— 0 


oder, indem man Ss her B setzt, woraus da = 2dß Vt, 


SV | 
y = eoi J Ees B A s F(æ4+26Vt)dg. 


154. Wir wollen noch das Integral einer Gleichung ken- 
nen lernen, welche sich häufig in den Problemen der mathe- 
matischen Physik darbietet. Aber vorher ist es nothwendig, 
eine Hülfsaufgabe zu lösen, welche darin besteht, den Aus- 
druck 


Duhamel, Dif.- und Int.-Rechnung. U, 12 
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(a) SS F%oos0 + msingoosy + n sind sin y) sinl) d0 dy 
o o 


auf ein einfaches Integral zurückzuführen, wenn F eine voll- 
kommen willkürliche Function bezeichnet, l, m, n beliebige von 
0 und y unabhängige Grössen sind, und die Grenzen 0, x 
sich auf den Winkel 0, die Grenzen 0, 2x aber auf den Win- 
kel y beziehen; so dass diese beiden Winkel, als Polarcoor- 
dinaten in Bezug auf rechtwinklige Axen betrachtet, succes- 
sive alle Richtungen um den Ursprung herum bestimmen wür- 
den. Dies vorausgesetzt, sei 
l = keoosW, m = ksin’ cosy’, n = ksinW’ siny’, 


daher 
k = VLE p m n, 


so wird das Integral zu 
n 2n 


(b) T J E &cosp)sinodody, 


0 0 
wo p den Winkel bezeichnet, welchen die beiden durch die 


Winkel 0, y und 6°, y“ bestimmten Richtungen mit einander 
bilden. Nun ist sindd4dYy das Element der aus dem Ur- 
sprung als Mittelpunkt mit der Einheit als Radius beschriebenen 
Kugelfläche; und nach den Grenzen der Integrale muss man 
successive alle Elemente betrachten, welche diese Fläche zu- 
sammensetzen, und sie mit der Function F'(kcosp) multipliciren, 
welche von dem Winkel abhängt, den die Strahlen nach die- 
sen verschiedenen Elementen mit der festen Richtung machen, 
welche den Winkeln 6, y’ entspricht, die durch die Gleichun- 
gen bestimmt werden: 


cos 0! = ELIA: 

Ve F mF 
sin 0’ cos y! — Hi ; 
7 24m n 


sin O’ siny’ — E i . 

Ve pmpn 
Es ist also sehr evident, dass das vorgelegte Integral nicht 
abhängt von der besonderen Richtung der Axen; und, um die 
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Rechnung zu vereinfachen, wählen wir zur Axe der æ die 
feste Gerade, von welcher eben die Rede war. Wir haben 
dann p — 9, und der Ausdruck (b) wird 


m 2n 


$ J FPekeosOy sin OdOdw. 


0 0 
Indem man in Bezug auf % integrirt, erhält man 


m 
PÆ J Fkoos0 sindd$, 


ö 
welcher Ausdruck wird, indem man cos0 = u macht, 


+1 +1 
2x f F(ku)du oder 2x J EUVEF mF m) dy, 
= <1 


so dass man hat, was auch die Function F sei, 


n 2n 
J: F(leos0 + msinĝbcosy + nsin siny) siñ dO dy 
(e) Ve 09 


+1 
anA fro VL+ m + n?) du. 


Dies ist die Transformation, welche wir mit dem Ausdruck 
(a) vornehmen wollten. 
155. Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, die Gleichung zu 
integriren 
d2u d2u deu d2u 
(1) a ee T IA): 
Wir haben ein particuläres Integral, indem wir setzen 
um ert+Petry+ 2, 
wo œ, B, y, Ô verbunden sind durch die Gleichung 
ah VETS. 
Zieht man die beiden Werthe von u von einander ab, welche 
dem doppelten Zeichen von « entsprechen, und maltiplicirt 
mit einem willkürlichen Coefficienten, so hat man wieder eine 
Auflösung, welche auf die Form gebracht werden kann 


1 
2.08: 7,08 
u= Mieter hs TE" _ Miebtwth f etudy. 
& 
re 
12° 
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Wenn wir jetzt das Integral f e“'“ du mit Hülfe der Formel 
1 
(c) der vorigen Nr. transformiren, so nimmt dieser Werth von 


u die folgende Form an, wo M eine willkürliche Constante ist: 
n 2n 


u—Mteßz+Yy+ If feaßteos0+ aytsindcosıyp+-adtsin$sin YsinddOd, 
00 


oder 
n 2n 


u— f J Mtef © + atcos0)ey (y +atsin 0 cos Y) I (etatsindsin Y)sinĝdidy. 
00 


Wenn man die Summe von unendlich vielen ähnlichen Aus- 
drücken bildet, in welchen die Constanten ß, y, 6, M alle 
Werthe annehmen können, welche man will, so hat man auch 
eine Auflösung der Gleichung (1). Aber die Summe 
EMeP(® + atcos6) ey(y + «tsindcosy) AIG + atsin Osin Y) 

kann, indem man die Unbestimmten M, ß, y, Ò angemessen 
wählt, übereinstimmen mit welcher Function man will von 
æ + atcosh, y + atsinh cosy, z + atsinOsind. Man hat also 
eine Auflösung der Gleichung (1), indem man nimmt 


(D e= 


af J tnodody Fee-+-ateosd,y-+-atsindeosv, z-atsinbsiny), 


0 0 
wo F eine willkürliche Function von drei Variablen bezeich- 


net, und der Coëfficient — eingeführt ist, damit man für 


4a 
t = 0 finde 
du 
dt 
Der Ausdruck (2) giebt also eine solche Auflösung der vor- 
gelegten Gleichung, welche für {= 0 sich auf Null reducirt, 
während ihre Ableitung nach ? eine willkürliche Function von 
æ, y, z wird. 

Wenn wir daher eine andere solche Auflösung der Glei- 
chung (1) finden könnten, welche für — 0 einer willkür- 
lichen Function von x, y;z gleich würde, während ihre Ab- 
leitung in Bezug auf ż sich auf Null reducirte, so würde die 
Dumme dieser beiden Auflösungen das allgemeine Integral der 


Ene yy ey 
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vorgelegten Gleichung bilden. Aber ein jeder Ausdruck, wel- 
cher der Gleichung (1) genügt, ist ein solcher, dass seine Ab- 
leitung nach ? ihr ebenso genügt; nimmt man daher einen dem 
zweiten Gliede der Gleichung (2) ähnlichen Ausdruck, indem 
man der Function F eine andere willkürliche Function f sub- 
stituirt, und differentiirt man ihn in Bezug auf t, so hat man 
dieses neue Integral der Gleichung (1): 

U 


A 2n 


Tal) J odapeo, y+atsinl cosp, z+Hatsind siny). 


Und es ist leicht zu verificiren, dass dieser Ausdruck f (2, Y, 2) 

wird, wenn man ¿= 0 macht; während seine Ableitung in 

Bezug auf t Null wird. 
Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist daher 


nz 27 


1 ` 
Ta | 0dody Fætateost, y-tatsindcosy, z-Hatsind siny) 


m 
shaf fian OdOdyflæ+atcosh, y+atsinh cosy, z+atsinh siny), 


und für 2 — 0 findet man 


u = fæ; Ys 2), 
du s 
T ~ Fie@,y, 2). 


Das Integral ist somit auf die bequemste Form gebracht, weil 
die willkürlichen Functionen, welche es enthält, gerade die- 
jenigen sind, welche man in allen Anwendungen auf Fragen 
der Bewegung kennt. Sie sind diejenigen, welche den An- 
fangszustand des Systems, d. h. denjenigen bestimmen , welcher 
der Zeit {= 0 entspricht. Poisson ist es, dem man die 
Formel (3) verdankt, welche von grossem Nutzen in der ma- 
thematischen Physik ist. 

156. Das Integral, welches wir gefunden haben, führt 
zu jenem der allgemeineren Gleichung 
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d?a du du d? u 
(4) E a An i e T 


In der That, wenn man setzt 


A E A E A A e E 
so erhält man 

dzu d2u d2u d?u 

dt — dar + ae dy’? Taa dea 
Das allgemeine Integral dieser Gleichung wird durch die 
Formel (3) gegeben; und wenn man nachher æ’, y^, z‘ durch 
z 


x E ei ersetzt, so findet man leicht 


(5) u= 


n 2n 
nf SHinoaoayrwtateose, y+btsind cosy, z+ctsind sinp) 
o 0 
n 2n 


taR ‚Frinvanavstetatcet, y+btsindcos y, 2+etsind sinp); 


für 2 — 0 hat man 
vw .f(a, RY 
= ee Pia, Di 


Die Formel (5) giebt das allgemeine Integral der Gleichung 
(4), und die in ihr vorkommenden willkürlichen Functionen 
werden gegeben, wie in dem vorigen Falle, durch den An- 
fangszustand des Systems». 


Elimination der willkürlichen Functionen. 


157. Wenn eine Gleichung mit drei Variablen x, y, z 
eine beliebige Anzahl m willkürliche Functionen von æ allein 
enthält, so braucht man sie nur mmal in Bezug auf y zu dif- 
ferentiiren, indem man x als constant betrachtet; man erhält 
auf diese Weise m + 1 Gleichungen, in welchen die zu elimi- 
nirenden m willkürlichen Functionen vorkommen, ohne dass 
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irgend eine von ihnen abhängende Grösse eingeführt worden 
ist; man kann also alle diese Functionen eliminiren, und man 
wird eine Gleichung mit partiellen Differentialen von der mten 
Ordnung erhalten. 


158. Aber wenn die willkürlichen Functionen æ, y und z 
enthalten, so wird es nicht mehr genügen in Bezug auf nur 
eine Variable zu differentüren; und damit die Elimination ge- 
schehen könne, darf man überdies nur willkürliche Functionen 
von bestimmten Functionen von æ, y, z haben. 

Nehmen wir z. B. an die Gleichung 


(1) F[z, y, z, f()] = 0, 
wo @ eine bekannte Function von æ, y, z ist und f eine will- 
kürliche Function bezeichnet. 

Indem man die Gleichung successive in Bezug auf « und 


; f A dz dz 
y differentiirt, erhält man, Iz T P T; — q setzend, 


gF aF oyl Br EB N 
re A, TR 


aF dF dF df (ip | de \_ 
FR rR TA Aa i o 
df 


Man hat somit drei Gleichungen, welche f und = enthalten. 
Indem man sie eliminirt, erhält man eine Gleichung mit par- 
tiellen Differentialen von der ersten Ordnung. 

Wäre die Gleichung (1) in Bezug auf f aufgelöst gewesen» 


d ; ; pa à 
so hätte man nur z zwischen den beiden .derivirten Glei- 


chungen zu eliminiren gehabt. 
159. Wenn die gegebene Gleichung zwei willkürliche 


Functionen f (9), fi (p1) von gegebenen Functionen Q, 9, ent- 
. hielte, so würden die beiden Differentiationen der ersten Ord- 


nung A za einführen, und die drei Gleichungen würden 
1 


nicht mehr genügen zur Elimination von diesen beiden Func- 
tionen und f, i- 

Man wird dann die Gleichungen der ersten Ordnung suc- 
cessive in Bezug auf æ und y differentiiren, und dadurch drei 
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neue Gleichungen und zwei neue zu eliminirende Functionen, 
af a 
dg? ” dgi? 
und sechs Functionen, die zu eliminiren sind; was noch nicht 
geschehen kann. 

Indem man die Gleichungen der zweiten Ordnung differen- 


ui f BEE ine ; x 
irt, wird man —- , einführen, und vier neue Gleichun- 
dp? dy® 

gen erhalten. Zwischen drei dieser letzten und den sechs vor- 
hergehenden wird man die beiden Functionen f, f und ihre 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung eliminiren; man wird so 
eine Partialgleichung dritter Ordnung erhalten, in welcher keine 
Spur der Functionen f und / vorhanden ist, und welche einen 
Charakter ausdrückt, den alle Gleichungen gemeinsam haben, 
welche sich von der vorgelegten nur durch die Natur dieser 
Funtionen unterscheiden. 


nämlich erhalten. Man hat also sechs Gleichungen 


160. Allgemein, wenn eine Gleichung mit drei Variablen 
n willkürliche Functionen bestimmter Functionen von x, y, z 
enthält, so wird man, indem man successive in Bezug auf æ 
und y bis zur mten Ordnung inclusive differentiüirt, eine Anzahl 


oi aaa von Gleichungen und (m + 1)n zu elimini- 
rende Functionen erhalten. Damit dies geschehen könne, so 
muss man haben 


E oder m >2n—2. 


Die Ordnung der Partialgleichung wird also 2n — 1 sein. 
In analoger Weise würde man verfahren, wenn die Anzah 
der Variablen grösser wäre als drei. 


161. Wenn die Functionen f, f} etc. nicht in einer be- 
stimmten Weise v, y, z durch die bekannten Functionen Q, Q; 
etc. enthalten, so kann man sie nicht eliminiren. 

Wenn z. B. eine Gleichung mit drei Variablen eine voll- 
kommen willkürliche Function von æ und y enthielte, so würde 
man bei jeder Ordnung der Differentiation ebenso viele zu 
eliminirende Functionen einführen als Gleichungen: die Elimi- 
nation würde also unmöglich sein. 
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Aber wenn die vorgelegte Gleichung vier Variablen x, y, 
2, u enthielte, so würde man durch Differentiiren in Bezug 
auf z allein keine neue Function einführen; und folglich könnte 
man so viele willkürliche Functionen von æ und y eliminiren, 
als man will; ebenso wie wir gesehen haben, dass man, von 
einer Gleichung zwischen æ, y, z ausgehend, willkürliche Func- 
tionen von x eliminiren kann. 


Allgemeine Integration der Gleichung, in welcher die 
partiellen Differentiale nur im ersten Grade und in 
der ersten Ordnung vorkommen. 


162. Stellen wir uns die Aufgabe, das allgemeine Integral 
zu finden von einer Gleichung zwischen einer beliebigen Anzahl 
unabhängiger Variablen, einer Function dieser Variablen und 
ihren partiellen Ableitungen, welche linear darin vorkommen. 
Betrachten wir z. B. eine Function u dreier unabhängigen Va- 
riablen æ, y, z. Die gegebene Gleichung wird von der Form 
sein 

du du du 
(1) Fe Mae 
wo P, Q, R, S beliebige Functionen von æ, y, z, u sind. 

Wenn diese Gleichung eine Auflösung hat, wie wir dies 
übrigens wissen, so kann sie unter die Form g(s, y, 2, u) = 0 
gebracht werden, und man kann die Function ọ anstatt u ein- 
führen, was der Gleichung eine symmetrische Form giebt, welche 
uns sehr vortheilhaft sein wird. In der That, man hat 


do do do 
a E. R, 
de Crog Ae I W AEAN., A 
du du u 


und die An er wird 
d 
(2) 2 +02 HRT et. 


Also muss, wenn  — 0) eine An der Aufgabe darstellt, 
die Function @ der vier als unabhängig betrachteten Variablen 
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©, Y, 2, u dieser Gleichung genügen; und umgekehrt wird jede 
ihr genügende Function, indem man sie gleich Null setzt, eine 
Function u von æ, y, z geben, welche der vorgelegten Glei- 
chung genügt. Wir können uns daher darauf beschränken, die 
allgemeinste Function von æ, y, z, u zu suchen, welche der 
Gleichung (2) genügt; und wir werden dies thun mit Hülfe 
einer wichtigen Bemerkung, welche wir gemacht haben über 
die Integrale der simultanen Differentialgleichungen. In der 
That, wir haben in Nr. 74 bewiesen, dass wenn man durch 


Y(T, Y; 2, u) = c irgend eines der drei Integrale der simul- 
tanen Gleichungen 
dy dz du 
Ia A, IF 2, Iz ~ C 
darstellt, man hat, was ra 4 4 2, u Tan 
re 
de T Ta Er s+ o i 


also würde die H Ņy eine is der Gleichung (2) 
sein, wenn man nähme 
gQ E 
A= P’ PSs P’ C= P’ 
d. h. wenn % eines der in a auf die Constanten aufge- 
lösten Integrale des Systems 
dy Q de _R du_S 
ae Aria "Pre pP 
wäre, welches man schreiben kann unter der abgekürzten Form 
de __dy _ _dz du 
(3) PIE RE 
Man kann sogar bemerken, dass eine willkürliche Function 
F(%) von der Function y auch der Gleichung (2) genügen 
würde, weil ihre Substitution nur den Factor SE einführen 
würde. 
Wenn man also die Integrale der Gleichungen (3) reprä- 
sentirt durch 


Y (2, Ys 25 u) =c, pı (æ, Ys 2, UJE Cs P(t, Y, 23 u) = b35 
so hat man Auflösungen der Gleichung (2), indem man eine 
willkürliche Function, sei es von %, sei es von %, oder %,, 
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nimmt. Aber es ist leicht zu sehen, dass man auch noch eine 
Auflösung haben würde, wenn man eine willkürliche Function 
der drei, F(Y, Yı, Y2) nähme. 

Denn die Substitution einer solchen Function statt ọ in 
der Gleichung (2) würde die Summe der Resultate geben, 
welche p, %,, Yə einzeln liefern würden, wofern man das erste 
mit 5, das zweite mit s und das dritte mit IE multi- 
plicirte. Man hat also eine Auflösung der Gleichung (2) in 
g = F (y, pı, %), und folglich hat man eine Auflösung 
der vorgelegten (1), indem man setzt F (Y, pı, Y2) = 0 oder, 
was dasselbe ist, 


(4) Pa F IWW, pi), 
wo F und f vollkommen willkürliche Functionen repräsentiren. 
Es bleibt zu zeigen, dass dies das allgemeine Integral ist; oder, 
mit anderen W orten, dass indem man x einen besonderen Werth, 
Null z. B., giebt, man die Function f so bestimmen kann, dass 
u eine willkürliche Function von y und z wird. 

Es bezeichne y (y, z) eine willkürlich gewählte Function; 
untersuchen wir, ob man / so bestimmen kann, dass der Glei- 
chung 


(5) W (0, Ys 2; u) —=/[y(0, Yy 2; u); pı (0, Ys Z5 u)] 
genügt wird, was auch y und z seien, wenn man « durch 
y% (y, 2) ersetzt. Setzen wir hierzu 


(©) WO, y, z, u) = v, 0,53) = w, gy, 2) = u, 


und führen wir die unabhängigen Variablen v und w statt 
y, z ein; die Gleichung (5) soll stattfinden, was auch v und w 
seien, wenn man darin die durch die Gleichungen (6) sich er- 
gebenden Substitutionen gemacht hat, welche Gleichungen für 
u, Y, 2 bekannte Functionen von v, w liefern. Indem man 
durch © (v, w) die bekannte Function bezeichnet, auf welche 
das erste Glied der Gleichung (5) sich reducirt, so wird man 
dann, was auch v und w seien, der Gleichung 


o(v,w) = f(v, w) 
zu genügen haben, was die Form der Function f bestimmt. 
In welcher Weise man übrigens u, y, z eliminire, so wird 
man eine Gleichung erhalten, welche die Function enthalten 
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und bestimmen wird. Die Gleichung (4) ist mithin das allge- 
meine Integral der Gleichung (1), weil sie ihr genügt und für 
æ — 0 eine willkürliche Function von y und z giebt. 

Diese Methode, welche von Jacobi herrührt, und welche 
wir für eine Gleichung zwischen vier Variablen auseinander- 
gesetzt haben, findet offenbar bei jeder Zahl von Variablen 
Anwendung, und es wäre unnöthig irgend etwas in dieser Be- 
ziehung hinzuzufügen. Es erübrigt uns nur einige Anwen- 
dungen von ihr zu machen. 


Integration der partiellen Differentialgleichungen 
der ersten Ordnung, welche cylindrische Flächen, 
conische Flächen, Conoide und Rotationsflächen 
darstellen. 


163. Wir werden damit anfangen, dass wir an die endlichen 
und die Differentialgleichungen dieser Flächen erinnern. 

Endliche Gleichungen dieser Oberflächen. — Eine 
Cylinderfläche ist diejenige, welche von einer Gerade erzeugt 
wird, die sich parallel zu einer festen Richtung bewegt, indem 
sie sich beständig auf eine gegebene Linie stützt, welche Di- 
rectrix genannt wird. 

Es seien 

Fa, vs 9)= 05. Mey) 
die Gleichungen der Directrix, und 
e=az +0, y=bz+Bß 

diejenigen irgend einer Erzeugenden, wo a und b constant sind 
und «@, ß von einer Erzeugenden zur anderen varüren. Die 
Bedingung des Durchschneidens dieser Erzeugenden und der 
Leitlinie wird erhalten, indem man x, y, z zwischen ihren 


Gleichungen eliminirt; woraus eine Gleichung resultiren wird 
von der Form 


p(a,P)—=0. 
Man erhält also die Gleichung des Orts der Erzeugenden, in- 
dem man «, ß eliminirt zwischen dieser Gleichung und jenen 
der Erzeugungslinie; was zur allgemeinen Gleichung der cylin- 
drischen Flächen giebt 
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py(la—arz, y-b)—0, 


wo @ irgend eine Function bezeichnen kann, oder, indem man 
sie in Bezug auf æ — az auflöst, 


z—az—=f(y—ba). 
Man kann übrigens verificiren, dass was auch die Function Fi 
sei, diese Gleichung eine Cylinderfläche darstellt. 
164. Eine conische Fläche ist diejenige, welche .von einer 
Gerade erzeugt wird, die durch einen festen Punkt geht und 


sich auf eine gegebene Linie stützt. 
Es seien 


Fe, y; ae, Fı(&, Y, el, 
die Gleichungen dieser Leitlinie, und «, ß, y die Coordinaten 


des festen Punktes; die Gleichungen irgend einer Erzeugenden 
werden sein j 


z—a=alz— y), y-B=b@—)), 
wo a und b von einer Erzeugenden zur anderen variiren. Da- 
mit die Directrix immer von der Erzeugenden getroffen werde, 
so müssen diese vier Gleichungen zu gleicher Zeit stattfinden; 
woraus, indem man æ, y, 2 eliminirt, die Bedingungsgleichung 
hervorgeht 
p(a,b) =0. 

Die Gleichung des Orts der Erzeugungslinien erhält man, 

indem man « und b zwischen dieser Gleichung und den beiden 


vorigen eliminirt; was zur allgemeinen Gleichung der Kegel- 
flächen giebt 


oder 


und man kann wieder verificiren, dass was auch die Function 
f sei, diese Gleichung eine Kegelfläche repräsentirt. 

165. Ein Conoid ist die Oberfläche, welche erzeugt wird 
durch eine Gerade, die parallel zu einer festen Ebene sich 
bewegt, und beständig eine gegebene Gerade und eine gege- 
bene Curve trifft. Nehmen wir die gegebene Gerade zur Axe 
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der z, und die feste Ebene zur Ebene der æ und y, und es 
seien 

Na JE die, A E= 
die Gleichungen der gegebenen Curve; a der Erzeu- 
gungslinie sind von der Form 

ee 

Indem man x, y, z zwischen diesen vier Gleichungen eliminirt, 
erhält man eine Gleichung zwischen a und b, welche die letzte 
Bedingung ausdrückt, der die Erzeugende genügen muss. Es 
sei a — ọ (b) diese Gleichung, so erhält man diejenige der 
gesuchten Oberfläche, indem man a und b zwischen ihr und 
den Gleichungen der Erzeugenden eliminirt. 


Man findet so 
= (8). 


Die Function o ist willkürlich, weil F, F} beliebige Func- 
tionen bezeichnen. Uebrigens verificirt man leicht, dass was 
auch diese Function @ sei, die vorstehende Gleichung diejenige 
eines Conoids ist. 

166. Eine Rotationsfläche wird erzeugt durch irgend eine 
Linie, welche sich um eine feste Axe dreht, indem sie immer 
dieselbe relative Lage zu ihr behält; so dass bei dieser Bewe- 
gung jeder Punkt einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt 
auf der Axe liegt und dessen Ebene zu dieser Axe senkrecht ist. 

Nehmen wir den Ursprung in einem Punkte der Axe, und 
es seien 


Fa, ye) = 0 .-F@Y,2)=0 
die Gleichungen der Erzeugenden in einer ihrer Lagen; die- 
jenigen der Axe sind von der Form 
Beer, ea A 
Ein beliebiger von den Kreisen der Oberfläche wird zu Glei- 
chungen haben 


£2 type c R, z+ae +by=C. 
Damit es einen gemeinschaftlichen Punkt mit der Erzeugungs- 
curve gebe, so müssen R und C der Gleichung genügen, welche 
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man erhält, indem man x, y, z zwischen den vier Gleichungen 
dieser Linien eliminirt. Es sei diese Bedingungsgleichung 

p (R2, C) = 0 , 
so erhält man die Gleichung des Orts der Kreise oder der 
Rotationsfläche, indem man Æ und C zwischen dieser Gleichung 
und jenen irgend eines dieser Kreise eliminirt; man findet so 


ga +y +e, zrastiy)=t0, 
a +y +e = fetar by). 


Wenn man den Ursprung in irgend einen Punkt versetzt, des- 
sen Coordinaten in Bezug auf den ersten —«, —ß, —y 
sind, so wird die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen 
die Form haben 


(e—a) +Yy—-M?+@— N? =fle—-rta@— eo) Hy—B)]- 

167. Ihre partiellen Differentialgleichungen. — 
Die cylindrischen Oberflächen besitzen exclusive die Eigenschaft, 
dass in jedem ihrer Punkte die Tangentialebene parallel ist 
zu einer festen Gerade, deren Richtung diejenige der Erzeu- 
gungslinien ist. 

Es seien v — a2, y = bz die Gleichungen, welche diese 
Richtung bestimmen, und z = F (e, y) die Gleichung einer 
Oberfläche. Ihre Tangentialebene im Punkte (z' y’ 2^) hat zur 
Gleichung 


oder 


dz’ dz' 
ea HUN: 


Damit sie parallel sei zu der gegebenen Gerade, was auch 
der Berührungspunkt sei, so muss man haben 
dz’ dz’ 
l= a ER A b dy . 


Die allgemeine Gleichung der Cylinderflächen ist also 


168. Die charakteristische Eigenschaft der conischen 
Flächen besteht darin, dass ihre Tangentialebene in irgend 
einem Punkte durch einen festen Punkt geht. Es seien «, ß, y 
die Coordinaten dieses Punktes; da die allgemeine Gleichung 
der Tangentialebene an einer Oberfläche ist 
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dz’ / . 
te HUN) 
so wird die Tangentialebene beständig durch den festen Punkt 
gehen, wenn man für alle Punkte der Oberfläche hat 
dz’ dz' , 
vr) + gr Oy); 
die allgemeine Gleichung der Kegelflächen ist daher 
dz dz 
Wr TE ER TE 
169. Da die Tangentialebene an einem Conoid die durch 
den Berührungspunkt geführte Erzeugende enthalten muss, so 
wird sie die Axe der z schneiden in einem Punkte, dessen z 
gleich demjenigen des Berührungspunktes ist, wenn man sich 


die Axen wie oben gewählt denkt. Der Gleichung der tan- 
girenden Ebene 


dei dz’ 
® A re RER. ER 
muss daher genügt werden durch æ = 0, y = 0, z = z’; was 
für jeden Punkt der Oberfläche giebt 
dz’ ‚de! 
PURE Prag, 
Die allgemeine Gleichung aller Conoide, was auch die 


Leitcurve sei, ist mithin 


170. Die Rotationsflächen haben die charakteristische 
Eigenschaft, dass die in irgend einem ihrer Punkte geführte 
Normale ihre Axe trifft. 

Es seien 

z=arz +0, y=bz+Pß 
die Gleichungen der Axe. Eine Normale zu irgend einer 
Fläche hat die Gleichungen 


dz’ dz' 

e—a + 75, E) =, ae PR ee Bene 
damit sie die Axe treffe, so muss man die Bedingung haben 
dz’ dz’ 

STE, ee Fahr. Ve BR 
a ten 
dz' er dz’ 


et AAA 
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Indem man diese Gleichung reducirt, und die Accente 
weglässt, erhält man die allgemeine Gleichung der Rotations- 
flächen, welche sein wird 


(y -v-e aro) F b(e — «)— a (y — b). 


Man hätte diese verschiedenen Differentialgleichungen ab- 
leiten können aus den endlichen Gleichungen, durch Eliminiren 
der willkürlichen Function. 

Wir wollen nun umgekehrt sehen, wie man von den Dif- 
ferentialgleichungen zurückgehen kann zu den endlichen Glei- 
chungen. 

171. Integration der Gleichungen dieser Flächen. 
Cylindrische Flächen. — Die Differentialgleichung der Cy- 


s X A dz dz 

linderflächen ist, indem man 77 = P> 2 — gq setzt, 

Nach der oben angegebenen Methode von Jacobi wird man 
die beiden simultanen Gleichungen ansetzen 


deren Integrale sind x — az = C, y—bz — Cı; woraus her- 

vorgeht, dass das Integral der vorgelegten Gleichung ist 
z—az = F(y— bez), 

wo F eine willkürliche Function bezeichnet, welche sich durch 

eine besondere Bedingung bestimmen wird. Nehmen wir zu- 

nächst an, dass die Cylinderfläche durch eine gegebene Curve 

gehen soll, welche zu Gleichungen hat 


Sa, ww HEN ad; 
damit es leichter sei, die Form der Function F zu bestimmen, 
werden wir die dahinter stehende Grösse durch einen Buch- 
staben bezeichnen. Es sei also 
yir bz =- u , 
wir werden überall y durch bz + u ersetzen. Die Gleichung 
der Oberfläche wird 
z — az — F(u), 
und diejenigen der Curve verändern sich in 


fle, b24 u, A= 0, hlæ be Hu, a= 0, 


Duhamel, Dif.- und Int.-Rechnung. II. 13 
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und diesen drei Gleichungen soll durch unendlich viele Werthe 
von %, z, u genügt werden. Wenn man daher æ und z zwi- 
schen ihnen eliminirt, so muss der Gleichung in u genügt 
werden durch jedes «v, oder, mit anderen Worten, sie muss 
identisch sein. Man wird also die Form der Function F finden, 
indem man aus dieser Gleichung den Werth von F (u) zieht. 
Die Gleichung der Oberfläche 
a — az = F (y — bz) 

wird dann vollkommen bestimmt sein. 

Man braucht aber nicht die aus der Elimination resulti- 

rende Gleichung in Bezug auf F aufzulösen. Denn es sei 
p[u, F(u)] = 0 
diese Gleichung; indem man darin u durch y — bz und F(u) 
durch 2 — az ersetzt, erhält man zur Gleichung der vorgeleg- 
ten Fläche 
9(y—bz, 2 — az) =d. 

Wenn die cylindrische Fläche einer gegebenen Oberfläche 
umgeschrieben werden soli, so wird man zunächst die Punkte 
dieser Oberfläche bestimmen, für welche die tangirende Ebene 
parallel ist zu der gegebenen Richtung der Erzeugungslinien; 
und hierzu wird es genügen auszudrücken, dass sie der Dif- 
ferentialgleichung der Cylinderfläche genügen. Wenn diese 
Linie bestimmt ist, so befindet sich die Aufgabe in dem vori- 
gen Falle. 


172. Conische Flächen. — Ihre Differentialgleichung ist 
rien Y 


Man wird zuerst die Gleichungen integriren 


da dy dz 


dies führt zu 


une ERDE 
und das Integral der vorgelegten Gleichung ist 
ea y—B 
u er er 


wo f eine willkürliche Function bezeichnet. 
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Setzen wir voraus, um sie zu bestimmen, dass die Fläche 
gehen soll durch eine Curve, deren gegebene Gleichungen 
sind 

IK0,. 4.2) =. HE; 
man wird setzen 


2—y 
die Gleichungen der Oberfläche und der gegebenen Linie 
werden 
75 flu), Pia, B+ (e —y)u, :}=0, File, B+ @—y)u, 2]—0. 

‘Da diese drei Gleichungen unendlich viele gemeinschaft- 
liche Auflösungen haben sollen, so muss, wenn man æ und z 
eliminirt, die Endgleichung in w identisch sein, und der Werth, 
welchen man aus ihr für /(w) ziehen wird, bestimmt die Form 
der willkürlichen Function. 

Wenn die Kegelfläche einer gegebenen Fläche umgeschrieben 
werden soll, so wird man zuerst den Ort der Punkte dieser 
Fläche suchen, welche der Differentialgleichung der Kegelfläche 
genügen; das Problem kommt dann auf das gelöste zurück. 


173. Conoide. — Ihre allgemeine Gleichung ist 
pæ +qy=0. 

Die simultanen Gleichungen, welche man integriren muss, sind 
also 

ER ud und LE 1. oder dz = 0. 

x y æ 0 
Man zieht daraus z = a, y — bæ, wo a und b die willkür- 
lichen Constanten. Das allgemeine Integral ist daher 


z = 09 ($) 5 
wo eine willkürliche Function bezeichnet. . 
Will man diese Function bestimmen durch die Bedingung, 


dass die Oberfläche eine Curve von den Gleichungen 
F (æ, ya 2) =0, Fit, y3 2) = 0 


enthalte, so wird man £ = u und y = ux setzen in den drei 


Gleichungen, welche unendlich viele gemeinschaftliche Auflö- 
sungen zulassen sollen. 
13* 
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Man erhält so 
z= plu Pu EI Fand) Et. 
Wenn man æ und z eliminirt, so wird die in « identisch 
zu machende Gleichung, welche daraus hervorgeht, die Form 
der gesuchten Function @ erkennen lassen.. 
Man würde verfahren wie in den beiden vorigen Fällen, 


wenn das Conoid einer gegebenen Oberfläche umgeschrieben 
sein sollte. 


174. Rotationsflächen. — Die Differentialgleichung 
dieser Flächen ist, indem man den Ursprung in einem Punkt 
der Axe nimmt, 

(y-be)p— (æ — az) q =b —ay. 
Man muss zuerst die simultanen Gleichungen integriren 


dæ oo —dy dz 


oder : 
(bz — ay) dæ = (y — be) dz, 
— (ba —ay)dy= (e — a2) dz. 
Multiplieirt man die erste mit a, die zweite mit b, und 
zieht von einander ab, so findet man, durch bæ — ay theilend, 


adæ + bdy = — dz, 


z+ ag+ by =c. 
Wenn man aber die erste mit x, die zweite mit y multi- 
plicirt, und sie addirt, so wird man finden 


2ede+ydy+zdz—=0, 


er P = a; 
das Integral der vorgelegten Gleichung ist also 
attam fhet ast by). 
Bestimmen wir die willkürliche Function durch die Be- 
dingung, dass die Oberfläche die Curve von den Gleichungen 


E(s, y; 2) = 0; Fi (@y, 2) = 0 
enthalte; hierzu setzen wir wieder 


z+ ast by=u, 


woraus 


woraus 
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und eliminiren wie in den vorhergehenden . Aufgaben æ, y, z 
zwischen dieser Gleichung, der der Oberfläche und denen der 
gegebenen Curven; die Endgleichung in u muss identisch wer- 
den und bestimmt also die Function f(u). 

Wie in den vorhergehenden Fällen würde man verfahren, 
wenn verlangt würde, dass die Rotationsfläche einer gegebenen 
Oberfläche umgeschrieben sein soll. 


www.rcin.org.pl 


Variationsrechnung. 


175. Die Variationsrechnung ist von Lagrange zur 
Auflösung einer neuen Art von Aufgaben über die Maxima 
und Minima erdacht worden. 

In den gewöhnlichen Aufgaben giebt man die Form eines 
Ausdrucks, welcher eine oder mehrere unbekannte Grössen 
enthält, und man sucht die Maximawerthe dieses Ausdrucks, 
sowie die besonderen Werthe der Unbekannten, welche ihnen 
entsprechen. 

In diesen neuen Aufgaben giebt man den Ausdruck eines 
Differentials, welcher unbekannte Functionen von x, sowie ihre 
Ableitungen von irgend einer Ordnung in Bezug auf x enthält, 
und man stellt sich die Aufgabe, diese Functionen so zu be- 
stimmen, dass das Integral, zwischen gewissen Grenzen genom- 
men, einen Maximum- oder Minimumwerth habe. 

Der Unterschied, welchen man zunächst bemerkt zwischen 
diesen und den anderen Aufgaben über Maxima und Minima 
besteht also darin, dass die Unbekannten nicht bestimmte 
Werthe sind, sondern Functionen der Variable, in Bezug -auf 
welche die Integration ausgeführt werden soll. 

176. Der zur Auflösung dieser Arten von Aufgaben zu 
befolgende Weg ist derselbe wie für die anderen. Man nimmt 
die gesuchten Functionen als bekannt an, man lässt sie unend- 
lich wenig variiren, indem man allen Bedingungen genügt; und 
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man drückt aus, dass in allen Fällen der Werth des Integrals 
abnimmt, wenn er ein Maximum sein soll, oder dass er zu- 
nimmt, wenn er ein Minimum sein soll. 

Man muss also damit anfangen, dass man die allgemeinen 
Regeln giebt, vermöge welcher man das unendlich kleine In- 
crement der Integrale, und zunächst der Grössen, welche unter 
dem Integrationszeichen stehen können, bestimmen kann. Aber, 
bevor wir uns damit beschäftigen, wollen wir das Vorstehende 
durch die Betrachtung einer besonderen Aufgabe erläutern. - 


177. Man giebt zwei feste Punkte und eine in dersel- 
ben Ebene mit ihnen gelegene Gerade, welches ist die durch 
diese beiden Punkte gehende Curve, welche beim Rotiren um 
die feste Gerade eine kleinste Oberfläche erzeugt? 

Nimmt man diese Gerade zur Axe der æ, theilt man die 
Entfernung der Projectionen der beiden Punkte in unendlich 
viele Theile, und legt man durch die Theilungspunkte senk- 
rechte Ebenen zur Axe, so wird die erzeugte Oberfläche in 
unendlich viele Elemente getheilt, deren allgemeiner Ausdruck 
ist 27yds, und welche allen Werthen von æ zwischen den ge- 


gebenen Grenzen sı, æ entsprechen. Es muss also das Inte- 


d 
T2 


gral /yds wachsen, indem man von der gesuchten Curve zu 
2 
jeder anderen Nachbarcurve übergeht. Und in dem Integrale 


T2 

Sy ds’, welches sich auf irgend eine unter ihnen bezieht, kön- 
Ea 

nen die Elemente y‘ ds‘ sich beziehen auf Theilungspunkte der 
Axe, welche nicht dieselben sind wie für das erste; es genügt, 
dass die Grenzen dieselben sind. So dass, wenn man die bei- 
den Integrale Element für Element vergleichen wollte, es ge- 
nügen würde die Elemente beiderseits in derselben Zahl an- 
zunehmen, und man ein beliebiges Gesetz zwischen den Abscis- 
sen zweier correspondirenden Elemente festsetzen könnte; aber 
es wird vortheilhaft sein, sie unendlich wenig verschieden von 
einander anzunehmen. 

Die Grenzen x), æ könnten unbekannt, aber gewissen 
Bedingungen unterworfen sein. Man könnte z.B. fragen, wel- 
ches die Curve ist, die, indem sie ihre Endpunkte auf zwei 
gegebenen Curven hat, und um eine in derselben Ebene liegende 
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Gerade rotirt, eine kleinste Oberfläche erzeugt. In disem 
Falle würde man, ob man die Curve gefunden habe, welche 


die Aufgabe löst, daran erkennen, dass das Integral /yds zu- 


zı 
nimmt, wenn man jede andere -Curve betrachtet, deren Punkte 
der ersten unendlich nahe liegen, und welche ihre Endpunkte 
auf den gegebenen Curven in unendlich kleiner Entfernung von 
den Endpunkten der ersten hat. 

Will man die Elemente dẹr beiden Integrale zu zwei und 
zwei von dem ersten bis zum letzten mit einander vergleichen, 
so könnte man in diesem Falle sie nicht als derselben Ab- 
scisse entsprechend betrachten, weil die Abscissen der End- 
punkte nothwendig verschieden sind. Es ist daher manchmal 
nöthig, und immer erlaubt, die beiden Integrale, welche man 
vergleichen will, zu betrachten als zerlegt in dieselbe Anzahl 
Elemente, welche Werthen von æ entsprechen, die unendlich 
wenig verschieden und mit einander durch ein willkürliches 
Gesetz verbunden sind. 


“ 


5 Von den Variationen. 


178. Wenn man irgend ein Element eines Integrals be- 
trachtet und zu seinem correspondirenden übergeht, so werden 
die Incremente der Grössen, von welchen es abhängt, die Va- 
riationen dieser Grössen genannt. Man behält den Namen 
Differentiale bei für die Incremente, welche dieselben Grös- 
sen erleiden, indem man immer in dem System bleibt, welches 
sich auf das nämliche Integral bezieht. Man unterscheidet die 
Variationen von den Differentialen durch das Zeichen ô, wel- 
ches man dem Zeichen d substituirt, und man denkt sich die- 
selben immer unendlich klein. 

Es sei also y eine der unbekannten Functionen von x, 
welche in dem Ausdruck unter dem Zeichen F vorkommen; 
öy ist das unendlich kleine Increment, welches diese Function 
annimmt, wenn man von einem Elemente des ersten Integrals 
übergeht zu seinem correspondirenden in dem zweiten. Indem 
man y als die Ordinate einer Curve betrachtet, wird y + ôy 
die Ordinate der Curve nach ihrer Variation sein, und sie 


ee `- 
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wird derselben Abscisse wie y in der ersten entsprechen in 
dem Falle, wo die correspondirenden Punkte sich auf densel- 
ben Werth von æ beziehen; dagegen wird y + òy die der 
Abscisse æ + æ entsprechende Ordinate sein, wenn Ôw die, 
wie ôy, unendlich kleine und stetige Function von «æ ist, welche 
die Differenz der Abscissen der Punkte ausdrückt, welche man 
in den beiden Integralen correspondiren lässt. In diesem 
letzteren Falle ist es vielleicht bequemer, æ und y, sowie òg, 
òy zu betrachten als Functionen einer und derselben willkür- 
lichen Variable {, welche selbst keineswegs in den gegebenen 
Ausdruck eingeht, und dann wird die Function unter dem 


Zeichen F die Differentiale dæ, d?æ,..., ebenso wohl wie dy, 


d?y,... enthalten, alle auf eine und dieselbe Variable bezo- 
gen, welche nicht einmal bezeichnet zu werden braucht. 

Wenn man die Variationen aller Grössen, welche in einer 
Function vorkommen, kkennt, so bestimmt sich die Variation 
dieser Function nach den gewöhnlichen Regeln der Differen- 
tialrechnung, welche das unendlich kleine Increment einer Func- 
tion nach den Incrementen aller in ihr vorkommenden Varia- 
blen finden lehren. Man hat also RB 


D Funo = E up For + wh.. 

179. oen der Zeichen d und ô — Es ist 
wichtig zu bemerken, dass man -in allen Fällen die Reihen- 
folge der Operationen umkehren kann, wenn man das Diffe- 
rential und die Variation irgend einer Function v nimmt. In 
der That, es sei v -+ ôv was aus der Function v wird, indem 
man von dem ersten System zum zweiten übergeht. Wenn 
man ź in ż -+ dt verändert, so wird das nte Differential der 
Function in dem zweiten System sein dv + dröv. Also hat 
das Differential dv der Function in dem ersten System zur 
Variation d*öv; man hat daher 
(2) drv — dröv. 

Hierdurch sind die Variationen aller Differentiale einer Func- 
tion durch die Variation der Function selbst bestimmt, und es 
geht daraus hervor, dass man die Variation irgend einer 
Function von æ, y, 2,... und ihren Differentialen ausdrücken 
kann durch die Variationen dieser Grössen s, y, z und die 


www.rein.org.pl 


— 202 — 


Differentiale dieser Variationen. Man braucht nur Gebrauch 
zu machen von der Formel (1), in welcher u, v, w,... er- 
setzt sind durch x, y, 2, ..., da, dy, d2, ..., d2a, dey, 
N LE 

Indem man also durch A, B,C,...., A, Bis Cu: 
Ay, By, C2, ... die partiellen Ableitungen in Bezug auf diese 
Grössen &,..., da,..., dxz,... von einer Function 

"Fa, y 25... da, dy, dz2,..., da, dy, dz,...) 
darstellt, hat man 


8) öF— Aðr + Böy+ Cz +... Addx + Bidöy+ C,dör +.. 
+4,d2d2 + Bad òy F... 

180. Aber es ereignet sich oft, dass die Differentiale alle 
genommen sind in Bezug auf eine besondere Variable, welche 
in der Aufgabe vorkommt; alsdann enthalten die Ausdrücke, 
welche man zu betrachten hat, nur die Ableitungen aller an- 
deren Variablen in Bezug auf diese, und man hat nöthig die 
Variationen dieser Ableitungen zu berechnen. Man könnte sie 
zwar aus der Variation der Differentiale herleiten, indem man 
zuerst diese Ableitungen ausdrückte in Differentiale, welche ge- 
nommen sind in Bezug auf irgend eine unabhängige Variable; 
aber es ist besser die Aufgabe direct zu behandeln. 

Es sei y eine Function von æ, welche wir darstellen kön- 
nen als die Ordinate einer Curve, von welcher æ die Abscisse 
sein würde. Stellen wir durch Y und X dar, was aus y und « 


RE i d” Y E $ EEN dry 
wird; die Differenz TT Ta wird die Variation von Ts 


; d” j ; x 
sein oder Ö AT und es handelt sich darum, sie auszudrücken 


durch die Variationen von æ und y und die Ableitungen die- 
ser Variationen. Es sind zwei Fälle zu untersuchen, je nach- 
dem X identisch mit æ oder davon verschieden ist. 

1. Nehmen wir an, dass X sich nicht von æ unterscheide, 
oder dass man habe dx = 0, d. h., betrachten wir als cor- 
respondirend auf zwei unendlich nahen Curven die Punkte 
M, N, welche irgend einer und derselben Abscisse A P ent- 
-sprechen; MN wird òy sein, und man erhält, in Bezug auf 
x die beiden Glieder der Gleichung Y = y + òy differen- 
türend, 
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de Y dry 


er; aröy: 


der — dar F der’ 


woraus hervorgeht 


(4) ô dry we d” òy 


der den’ 


2. Nehmen wir jetzt an, dass die correspondirenden 
Punkte M und N verschiedene Absceissen AP, AQ haben; 
man hat 

AP— KA MEy; A QSA IN QE Y, PUE Ôx, N K—dy, 
und wenn æ um gleiche Incremente wächst, so wird X nicht 
um gleiche Incremente wachsen, ‘weil X = æ + dx, und weil 
öx eine Function ist von æ oder von einer willkürlich gewähl- 
ten unabhängigen Variable. Also wird Differentiiren in Bezug 
auf x oder auf X nicht dieselbe Operation sein, und die Glei- 
chung 


Y = y + òy 
würde nicht wie in dem vorigen Falle zu 
dr By dröy 

daXr dar. der 
führen. Es ist auch nicht der Fall der Anwendung der Formel 
(3), weil ¿r Y und d”y sich nicht mehr auf die gleichen Incre- 
mente derselben Variable beziehen. Man muss also die Diffe- 
a el direct berechnen 
BR dr ’ 
Bezeichnen wir durch w die Ordinate M’ P- der varlirten 
Curve für dieselbe Abscisse x wie das y der ersten Curve, 


renz 


— 20 — 
welches MP ist, und durch œ die Differenz M’M, welche òy 


sein würde, wenn man Ôg — 0 voraussetztee Man hat nun 
u = © + y; und, indem man bemerkt, dass man Nm und 


M’M als gleich betrachten kann, und dass mK — 2 dm, 
aw 
hat man 
ayy Y 
E y=o+ 7,0% 
Die Gleichung 
u = 0 + y 
nmal differentiirend, erhält man 
dw- d o dry 

| dan D dar T dar’ 
Da aber die Punkte M’ und N derselben Curve angehören, so 
sind die nten Ableitungen der Ordinaten dieser beiden Punkte 
in Bezug auf ihre respectiven Abseissen æ und X nichts Ande- 
res als Werthe einer und derselben Function, in welcher man. 
für die Variable successive die beiden verschiedenen Werthe 


AP, AQ oder æ und æ + ðv setzt; woraus nach den Regeln 
der Differentialrechnung hervorgeht 


dY _ deu | detiu 
AR. dar H da 

und nach der vorigen N 
"EL dry dtiu 


ÒL, 


AAEE a +5 dar Er dam 0? 
n+l n+ 
Bemerkt man überdies, dass m sich von El nur um 
eine unendlich kleine Grösse unterscheidet, so a. diese 
: E EA APY AAA 
Gleichung für die rarena IX ar oder 


genden Werth: 

dry... dnai pider y 
©) dar dar ! darti Gr 
welche Gleichung wir betrachten als die erste einschliessend: 


ôy = u + Hae. 


Die Formeln (5) und (4) stimmen überein, wenn man dx — 0 
voraussetzt. 
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181. Versetzung der Zeichen ô und f. — Betrach- 


T2 

ten wir jetzt das Integral f U, wo U irgend einen Differential- 
i Tı, 

ausdruck bezeichnet, und die Grenzen æ, æ, constant oder 


variabel sind. Man kann es in unendlich viele Elemente zer- 
legen, von denen das erste sı und das letzte dem, um das 
letzte Differential von æ verminderten z, entspricht. Es wird 
also die Grenze sein von einer solchen Summe wie 


U + U + U p... H Un: 

Betrachten wir nun das unendlich nahe Integral, in wel- 
ches das erste übergeht durch die Variation der Grössen, von 
denen es abhängt, und es sei U’ was aus U im Allgemeinen 
durch diese Veränderung wird,-so dass U' — U—=6U. Die 
Grenzen dieses neuen Integrals werden sein m, + dx, und 
č — Òt, und es kann betrachtet werden als die Grenze von 

U, + U, + U, +...4 Un 
wo diese neuen Elemente einem jeden der ersteren entsprechen. 
Das Increment des Integrals ist also die Grenze von 


(U — U) + (Us —- D)+...+(Um— Um» 


oder von 
AB. E A 
d. h. fòU. 


= ; i 
Ob man also die Grenzen x,, æ constant oder variabel 
voraussetzt, so hat man 


(6) af U= fè U; 


so dass, um die Variation eines bestimmten Integrals zu ken- 
nen, man nur diejenige des Differentials zu berechnen und sie 
zwischen denselben Grenzen zu integriren braucht. 

182. Ausdruck für die Variation eines bestimm- 
ten Integrals. — Betrachten wir ein Integral von der Form 


f Kie, 


vı 


wo der Werth von V ist 
Verl yy,yy, yo); 
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y bezeichnet eine unbekannte Function von x, und y’, RER: 
y® sind die successiven Ableitungen in Bezug auf æ. Wir 
beschränken uns auf die Betrachtung einer einzigen Function 
y, weil wenn noch mehrere vorhanden wären, es genügen 
würde für jede das zu wiederholen, was wir für y thun werden. 
Wir werden zwei verschiedene Fälle untersuchen: denjenigen 
WO 2, 2; gegebene feste Werthe haben, und den anderen wo 
diese Grenzen nach gewissen gegebenen Bedingungen variiren 
können. | 

1. Setzen wir zuerst x, und x, constant voraus; wir kön- 
nen jetzt Ôx — 0 machen und die Formel (4) anwenden, welche 
für irgend eine Ableitung y giebt 

| andy 

dem ` 
Bemerkt man nun, dass die Variation von æ oder dx Null ist, 
und dass folglich die von dæ oder döx es auch ist, woraus 
folgt d(Vde) — ôV . dz, so giebt die Formel (6) 


M af Vdr =fèV.da. 


ie 


Berechnen wir jetzt ôV. 

Es wird aber, wie wir schon- bemerkt haben, das Incre- 
ment von V durch die gewöhnlichen Regeln der Differential- 
rechnung gegeben, vermöge der Incremente der Grössen, welche 
in V varürt haben, d. h. der Grössen y, y\,....,y®. Man 
hat also 


Vet + + a. 
was wir ir Bequemlichkeit wegen so schreiben werden: 


òV — Möy + Nöy’ + Pöy" + Qdy" + ...+ Uöyw. 
Die Gleichung (7) wird also, indem man ôy’, ... ., ðy™® ver- 
moge der Formel (4) ausdrückt, 


o f vaz = forn F pA a J oZy z 
nE ua 


Wir haben unter dem Zeichen ri die unbestimmte Function y 
und ihre Ableitungen nach x; diese letzteren sind bestimmt 
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durch y, und es ist nothwendig sie aus dem Integral ver- 
schwinden zu machen, indem man sie anf öy allein zurückführt, 
welches vollkommen willkürlich ist. Man wird dies aber leicht 
durch die theilweise Integration bewirken. 

In der That, wenn man durch u und v zwei Functionen 
' von æ bezeichnet, so erhält man leicht durch eine Folge von 
theilweisen Integrationen die nachstehende, oft in der Analysis 
nützliche Formel: 


Mi drv dlv du d™?v du dr» 
— du Us 


dar-ı dæ dar? da? dar 
du dtv ze u 
et +.. 77, a E vde. 
Von dieser Formel Gebrauch machend, erhält man die folgen- 
den Gleichungen: 


[NH aa nöy ae 
d2ö dò 
[Par — Payg [oySas, 


dady, PTR LQ -fa 
fe da3 PER G da? R dat dar òy AEP Hd, 


Irre. Wei, ee N ea ee ae Ti Tee ia TTrerttgiden Fila Tel 


n n—1 n—2 I dn—3 
Pe ydy AUar2dy  BUdmdy | 


der "0 den dæ dar da? Ba 


ah TE S oy — da; 
aN dep 


und es ist wohl zu bemerken, dass E PAE ENA die to- 
talen Ableitungen von N, P, ... repräsentiren, welche Grössen 
N, P,... als Functionen von x betrachtet werden, in denen 
man y als von æ abhängend ansieht. Man hat also endlich, in- 


dem man die Integrale zwischen den Grenzen x, und ©, nimmt, 
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k nd Riha dQ MU: N 
Ar F Ta) 

(2: 49 LT ady 

z | TE an Todea) de 
sfVdr— ( dR de? A döy > 
COREA ) t up Pa ae 
dr1öy | 

fe U der! 


P. : Q pË U ) 

afu T ee aR NE ) 08 
Wenn ee zweite Function z in V vorkäme, so würde man 
zu dem zweiten Gliede dieser Gleichung einen anderen Aus- 
druck addiren, welcher sich davon nur durch die Werthe der 
Funetionen unterscheiden würde, welche .an die Stelle von 
M, N, P,... zu stehen kämen, und durch die Vertauschung 
von y mit z. Ebenso würde es sein für irgend eine Anzahl 
von Functionen. 

183. Wenn die Function V die auf die Grenzen bezüg- 
lichen Werthe von y, y% ... enthielte, so würde zu den Aus- 
drücken, welche.wir für die Variation des Integrals berechnet 
haben, noch hinzukommen: 


dV A 
f& dn n + r òy F- +T dn + 5, öya-.. de. 


Da aber die Grössen yı, Ôy'i, . - -, Öyg, Öy/g, - . - keine Func- 
tionen von æ sind, so könnte man sie vor das Zeichen T4 brin- 
gen, und die zu addirenden Glieder würden sich reduciren auf 


(10) onf aetan |} y k +.. mA et. 


2. Setzen wir nun voraus, dass x], & variabel seien, und 
dass Öx nicht Null sei. Man hat in diesem Falle 


Bf Vda — fò (Vda) =f (V. de + Vada). 


Da die theilweise Integration giebt 
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zur: 
/[Vadz—= Vòs — föx.dV, 
so wird die vorige Gleichung 
ôf Vde = (Vô 2) + OF de — dV. ôr). 


1. 
Es sei jetzt 


aV = Lås 4} Mdy 4 Nay + Pay’ + Qay + .... 
und folglich 


ô V — Lör + Mòy + Nöy’ PRUNE Qy“ +.. 


hieraus geht hervor 

OE TE 
ò V.de—dV.ðz=dr| M(òy— du +N (ay — Lar) ...], 
oder zufolge der Formel (5) 
òV. de—dV.ðz= de(Mo +N E +P SHS ..). 


` Man hat also zum Ausdruck der gesuchten Variation 


s J vas=( vaa) f (ito otr EHP aH a t)i 


Man kann bänierkät GS dieser Ausdruck sich von demjeni- 
gen des vorigen Falles nur durch die Addition des Gliedes 


(Vòx) unterscheidet; denn w bezeichnet hier was ðy dort be- 


zı 
zeichnete. Wenn man daher in gleicher Weise die theilweise 
Integration anwendet, so wird man alle an œ haftenden Dif- 


_ ferentiationsindiçes unter dem Zeichen F verschwinden machen, 
und man wird finden: ; 


vòs + (N +58 ...)o ! 


si 72 
ea.) > 
Hier : 
+ fon E45 Ehe ETa. 
Duhamel, Diff.- und Int. - Rechnung. II. 14 
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Wenn in V eine zweite unbekannte Function z vorkäme, so 
würde dV noch einen Theil enthalten von der Form 
M’dz + N'dz’ + P’dz" +.... Man würde setzen 
z — z's = 0, 

und würde zu dem vorstehenden Ausdruck einen zweiten addi- 
ren, in welchem ®’ in derselben Weise wie in jenem œ vor- 
käme; das Glied Vöx würde nur einmal vorkommen. Ebenso 
würde es sein bei jeder Anzahl Functionen. 

Endlich, wenn V die auf die Grenzen bezüglichen Werthe 
VOR Ds Ye a0 a 2. entkielte, <80 würde man die folgen- 


den Glieder hinzuaddiren: 


(12) dx Jz dæ + in fii +... + daa | Tdr. 
To 


184. Der Fall wo x, x, variabel sind, kann unmittel- 
bar auf jenen zurückgeführt werden, wo sie fest sind, ohne 
Gebrauch zu machen von der Formel (5). 

In der That, betrachten wir V ais die Ordinate einer 
Curve MN, und es sei AP 


— m AQ = m; man hat 


1 Vinea PMN Ô) 


Fig. 4. 


7 

Es sei jetzt Mı M, die Curve 
nach der Variation; der Werth 
des vorgelegten Integrals wird, 
in dem zweifen System, die 
Fläche P, M, N, Q, sein: man 
kann daher, indem man die 
unendlich Kleinen der zweiten 
Ordnung vernachlässigt, die 
Variation des Integrals betrachten als gleich mit 

NQQAK— MPPRH-+- MLNJ 


Die beiden ersten Glieder repräsentiren 


Vað zı — Við z, oder (Ve). 


7 


Das dritte ist das Integral f: ôV .dæ genommen zwischen den 


u N . we . . 
Grenzen vı + ôr; und x, oder, mit Vernachlässigung eines 
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unendlich Kleinen der zweiten Ordnung, zwischen æ; und æ. 
Daher endlich 


ti z2 £a 
òf Vdæ = (Vòs) + fd V. dæ, 

zı a Ti 
. wo ÒV die Variation von V in der Voraussetzung ôs — O ist 
und folglich dieselbe Bedeutung hat wie in dem ersten Falle. 
Ihr Ausdruck ist also derselbe; nur wird es angemessen sein, 
die Variation von y anders als durch òy darzustellen, was in 
dem gegenwärtigen Falle eine andere Bedeutung haben würde, 
und wir werden durch œ die Variation von y in der Voraus- 
setzung Ôæ — 0 bezeichnen. Es genügt also, um die gesuchte 


To T9 
Variation des Integrals T Vdæ zu erhalten, dass man (Vô «) 
x x 
zu dem zweiten Gliede der Gleichung (9) addirt, worin man 


òy durch w ersetzt. 

Man kommt so auf die Formel (11) zurück, wie dies sein 
musste. Man würde ebenso den Ausdruck (12). hinzufügen, 
wenn W die Werthe der Variablen an den Grenzen explicit 
enthielte. i 

185. Es bleibt uns übrig den Fall zu untersuchen, wo die 
unabhängige Variable nicht bezeichnet ist, und wo folglich die 
Function unter dem Zeichen Ji nicht Ableitungen in Bezug 
auf æ, sondern Differentiale enthält, welche genommen sind in 
Bezug auf eine willkürliche Variable, die nicht in der Aufgabe 
vorkommt und durchaus nicht bezeichnet ist. Es sei also vor- 


gelegt, ö f U zu finden, unter der Voraussetzung 


Tı 
U='F(a, de, A0 ea aa a ANa 
Die Grenzen x; und æ, seien fest oder variabel, man hat im- 
mer, wie wir zeigten, 


und für irgend eine Variable u 
ddr u = d” ĝu. 
Dies- vorausgesetzt, bezeichnen wir durch L, M, N, P, .. . die 
partiellen Ableitungen von U in Bezug auf die Grössen z, dæ, 
14* 
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d2@,d®x,..., und durch 7, M, N’, P',... seine partiellen 
Ableitungen in Bezug auf y, dy, d2y, d®y,..., so kann man 
ò U in folgender Weise ausdrücken: 
òU — Lòs + Möda + Nöd?x + Pödr +. 
+ Z’öy-+ M'ödy + N'ôd?y + P'ö Br; Be, 

Wir brauchen kaum darauf aufmerksam zu machen, dass die 
verschiedenen Grössen ZL, M,..., L^, M',... nicht von der- 
selben infinitesimalen Ordnung sind, und dass der zweite Fac- 
tor eines jeden Gliedes die Homogenität herstellt. Indem man 
die beiden Glieder dieser Gleichung integrirt und alle Varia- 


tionen der Differentiale vor das Zeichen fi bringt vermöge der 
theilweisen Integration, erhält man den folgenden Werth von 


ð fU: 
Mj òs +N |döe H P|ddct...\s 
LAUNE dP ae 
+ dep 


s Fere ” . 
Aa BE ae Pay 
RER eua aN, 


z 


+f òs —dM+eN— dP+.!., 


| +fw@-an+en—ar +... 


Wenn man in U andere Functionen als x und y hätte, so würde 
man Ausdrücke hinzuaddiren, welche ähnlich wären einem 
von denen, welche sich auf x und y in dieser Formel be- 
ziehen. Wie in den vorhergehenden Fällen würde man ver- 
fahren, wenn U die Werthe der Variablen an den Grenzen 
explicit enthielte. 


Bestimmung der unbekannten Functionen. 


186. Die Bedingung dafür, dass ein bestimmtes Integral 
ein Maximum sei, besteht darin, dass welches Zeichen man auch 
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für die unendlich kleinen Variationen dx, ôy, öz,... annimmt, 
die Variation dieses Integrals beständig negativ ist; die Be- 
dingung des Minimums dagegen ist, dass diese Variation 
immer positiv sei; und in beiden Fällen muss sie von constan- 
tem Zeichen sein. Es muss daher der Theil dieser Variation, 
in welchem nur die ersten Potenzen der Grössen Ôv, öy,... 
vorkommen, Null sein, und diese Bedingung ist dem Maximum 
und Minimum gemeinschaftlich. Man wird beide von einander 
unterscheiden durch das Zeichen der Gesammtheit der Glie- 
der des zweiten Grades, welches Zeichen constant sein 
muss. $ 

Wir werden den allgemeinen Fall betrachten, wo s1, æ 
variabel sind, und wir setzen die Ableitungen genommen in 
Bezug auf x voraus, was immer möglich ist. Dann wird der | 

12) 
Ausdruck der Variation des Integrals f Vda, ide man sich 
Ti 
auf die Glieder der ersten Ordnung beschränkt und voraus- 
setzt, dass V nur eine Function y enthalte, gegeben durch die 
Formel (11). Man muss also das zweite Glied dieser Glei- 
chung gleich Null setzen, um die sowohl für das Minimum als 
für das Maximum des lntegrals nothwendige Bedingung zu 
haben. 

Aber die Summe der Glieder ausser dem Zeichen Fi muss 
Null sein, und auch das Integral muss für sich Null sein; denn 
ohne dies würde, wenn man die auf die Grenzen bezüglichen 
unabhängigen Variationen willkürlich fixirte, unter dem Zeichen 
} pi noch die willkürliche Function œ bleiben, und dieses be- 
stimmte Integral könnte nicht denselben Werth behalten, was 
auch diese Function wäre; das zweite Glied der Gleichung 
(11) würde also nicht beständig Null sein. 

Ueberdies kann dieses Integral 


f od CEL ik ZEL ir .) nicht Null sein, was auch 


die Function œ sei, wenn nicht die Grösse, welche sie unter 
dem Zeichen / multiplicirt, Null ist. In der That, da œ un- 


bestimmt ist für alle Werthe von æ zwischen x, und x,, so 
kann es immer von demselben Zeichen genommen werden wie 
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der zweite Factor; alle Elemente des Integrals würden also 
positiv sein, und ihre Summe könnte nicht Null sein. Dass 
w gewissen Bedingungen unterworfen wäre für die Werthe æ 
oder æ, würde übrigens gleichgültig sein, weil zwei Elemente 
keinen Einfluss haben auf ein Integral. Man muss also die 
Gleichung haben: 
dN &P &Q dr U 

Diese Differentialgleichung ist im Allgemeinen von der Ord- 
nung 2n, denn V. enthält y®, und folglich kann U es ent- 


halten. Sie ist nothwendig aber nicht hinreichend, damit das 
T2 


Integral f Vdx ein Maximum oder Minimum sei. Sie enthält 


die idee ©,Yy, Y’, yY”, ..., und lässt y als Function von æ 
und 2n willkürlichen Constanten finden. 

Ferner müssen auch die Glieder ausserhalb des Zeichens 
in der Gleichung (11) Null werden. Die daraus hervorgehen- 
den sogenannten Grenzgleichungen werden zur Bestim- 
mung der Integrationsconstanten und der extremen Werthe 
von æ dienen. l 

187. Wenn man mehrere Functionen y, z, ... hätte, so 
würde man denselben Gang befolgen. Das Integral, welches 
in der Variation vorkommt, muss wieder Null sein, unabhängig 
von den integrirten Ausdrücken. Es würde, wie wir sahen, 
mehrere Functionen @, @,... enthalten, deren Werthe sind 

E ae N AE E 
Diese willkürlichen Functionen würden unabhängig sein, weil 
in jede von ihnen eine neue willkürliche Variation eingeht. 
Es müssten also die Grössen, welche jede von ihnen multipli- 
ciren, einzeln Null sein, was ebenso viel simultane Differential- 
gleichungen liefern würde, als Functionen zu bestimmen sind. 

Sie würden von der Form sein 

MA E a B 
æ dæ? dæ? 
Ji 
= ne up, 
® da? dg? 


(15) 
M'— 


wo M', N',... in Bezug auf z vorstellen, was M, N,...in 
Bezug auf y vorstellen. 
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Die Constanten würden sich wieder durch die auf die 
Grenzen bezüglichen Bedingungen bestimmen. 

188.. Wenn die Functionen y, z einer Gleichung /(z, y, 2)—=0 
zu genügen hätten, so müssten die Variationen dx, öy, z der 
folgenden genügen 


dF dF dF 
(a) netrnetmen! 


Man könnte hieraus öz als Function von Ôx, ðy ziehen, 
und es substituiren in dem Ausdruck der Variation des Inte- 
grals; man würde dann eine unbestimmte Function weniger unter 
dem Zeichen J haben, und folglich auch eine Gleichung weni- 
ger, welche ersetzt wäre durch F(s, y, 2) = 0. 

In der That, die Grösse unter dem Zeichen f , welche 
gleich Null gesetzt werden muss, ist von der Form 


Ao + A'o, i 
und die Gleichung (a) wird, indem man òy und òz durch ihre 
Werthe ersetzt, 
dF dF ar: POE: 
Ta Òs + P eunte A o aias (z's + o) = 0. 
Der Coëfficient von dx in dieser Gleichung ist Null, weil man, 
die Gleichung F (&, y, 2) =  difterentürend, findet 


dF dF dF 
Frane N Ar z = 0; 


es bleibt also nur 
f er © BE 
dy dz 
Indem man hieraus ©‘ zieht und es in dem Ausdruck 
Av + Aw substituirt, welcher gleich Null gesetzt werden 
muss, erhält man 


dF 


d 
a| A— A! a i 
dz, 
und da diese Grösse Null sein muss, was auch die Function @ 
sei, so muss man nothwendig setzen 
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‚dr 
dy. 
A— A y 
dz 
Man hat also zwischen y und z die beiden Gleichungen 
| dF dF 
und 


PAR U 2), DD, 


woraus man y und z als Functionen von æ wird finden können 

189. Eine andere Art der Bedingung. — Statt die 
Werthe von x, y, z einer Gleichung von bestimmter Form zu 
unterwerfen, verlangt man oft, dass ein gewisses bestimmtes 
Integral einen constanten Werth behalte: man hat dann was 
man ein relatives Maximum oder Minimum nennt. 


T2 
Es sei also if: Udg = a, und stellen wir uns die Aufgabe 


Tı 
T2 


das Maximum oder Minimum von F Vdx zu finden. Die 


7 
Variationen dieser beiden Integrale müssen Null sein; und, in- 
dem man zuerst die Grenzen fest voraussetzt, wird man zu den 
beiden Gleichungen gelangen 


Ty Te 
(œ) [unde—0, (B) fvo de = 0; 
x x © 

und der zweiten soll genügt werden, wenn man darin für œ 
irgend eine der ersten genügende Function setzt; u und v sind 
durch U und V vermöge einer früheren Formel bestimmt; 
und @ bezeichnet noch dy — yödx. Man sieht sogleich, 
dass diese Bedingung erfüllt sein würde, wenn w und v 
sich nur um einen constanten Factor unterschieden, und wir 
werden zeigen, dass dies nicht anders sein kann. 

Setzen wir mit Cauchy 


funde = g (æ), 


so ist diese Function ọ (æ), zufolge der Gleichung («), nur der 
Bedingung ọ (t) = 0 unterworfen; man hat ausserdem offen- 
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bar p(2,)=0, aber p(x) ist vollkommen willkürlich zwischen 
æı und z,. Man hat unmittelbar 


u0 — (a), daher © = a 


Diesen Werth in der Gleichung (f) substituirend, erhält man 


T3 
Io =0 
[> vada / 


I 
Um dahinein statt g'(x) die Function ø (æ), deren Bedingungen 
bekannt sind, einzuführen, integriren wir theilweise; wir finden, 


durch (2) die Ableitung von “ bezeichnend, 


Be g'(x) de = IR ER - (sa) Bi 


indem wir zu Grenzen dieser Integrale æ} und æ, nehmen, und 
bemerken dass p (x) Null wird an diesen Grenzen, kommt 


[Hroar e 
und folglich 
Poast 


Da diese Alsiehung stattfinden muss, was auch p (æ) sei, so fol- 
gert man daraus nothwendig (>) — 0, und folglich 


v 
a oder v = «u, 
wo «œ eine unbekannte Constante bezeichnet. 
Dies ist also die Differentialgleichung, welche die Func- 
tion y bestimmt. Wenn*’ihr Werth gefunden ist, und wenn 
die bei der Integration®eingehenden Constanten durch die Be- 


dingungen der Grenzen bestimmt sind, so substituirt man ihn 


‚in der Gleichung f Udæ= «a, welche den Werth der Con- 


zi 
stante œ ergeben wird. 


Es ist leicht zu sehen, dass man zu demselben Resultate 
gelangen würde, indem man das absolute Maximum .von 
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T9 
/(Y—e«U)d« suchte und die Constante œ, wie wir dies eben 


7ı 
angegeben haben, bestimmte. Dies ist die schon von Euler 
gegebene Regel. ə 

Nehmen wir jetzt an, dass die Grenzen &,, x nicht fest 
seien, so werden die Gleichungen («), (B) durch die beiden 
folgenden ersetzt werden 


(y) hl +rod =, (ò) nn + frode =0; 


wo y und y KS ausserhalb des einher be- 
zeichnen, welche %, und x, an der ersten Grenze werden, und 
%,, %2 an der zweiten. 

Der Gleichung (ô) soll genügt RES wenn man für œ 
irgend eine solche Function setzt, dass die Gleichung (y) statt- 
findet, auf welche Weise dies auch geschehe; also ist © nur 


der Bedingung unterworfen, dass F uod.x gleich yı — pə sei; 


:` und es wird verlangt, dass die Gleichung (Ô) stattfinde für 
alle Werthe von œ, welche dieser Bedingung genügen. Dies 
muss die unbekannte Function y bestimmen. 


Setzen wir wieder p: uode=— g (z), so hat man g (%1) =0, 


und zufolge der Gleichung (y) 
p (%2) = Yı — P, 
und @(x) ist keiner anderen Bedingung unterworfen. 


Setzt man in der Gleichung (ô) für œ seinen Werth 
a so kommt 


ka — Mı +f p'(s)dæ = 0. 


Tı 
Um anstatt g'(x) die Function p(x) einzuführen, deren Be- 
dingungen bekannt sind, integriren wir theilweise ; die vorste- 
hende Gleichung wird, mit Rücksicht auf die Werthe von 


g (xı) und Q (z), 


tN Sag Mesa (2) were (>) dæ = 0; 
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und da (æ) vollkommen willkürlich ist zwischen x, und æ, 


so muss dieses letzte Integral Null sein, sowie der übrige Theil 
des ersten Gliedes, Man hat also wieder 


Y 4 
(>) = 0, ode- v = «ù, 
7 : 


wo «a eine Constante: bezeichnet. Indem man (>) durch « 
2 
in dem ersten Theile der Gleichung (£) ersetzt, hat man 
%2 — %4 — « (Wh — p) = 0. 


Die bei der Integration eingehenden Constanten werden sich 
durch die auf die Grenzen bezüglichen Bedingungen bestim- 


} T2 
men, und die Constante « durch die Gleichung f Ude — «a. 
Tı 
Man sieht auch hier, dass man zu denselben Resultaten 
gelangen würde, indem man das absolute Maximum oder Mi- 


T2 
nimun von f (V — « U)dg suchte, wo « eine unbestimmte 
Tı 
Constante bezeichnet. 
In einer analogen Weise würde man den Fall behandeln, 
wo man mehrere unbekannte Functionen, oder mehrere þe- 
stimmte Integrale mit constanten Werthen hätte. 


190. Betrachten wir jetzt den Fall, wo das Integral von 
der Form f'U ist, während U nur Differentiale enthält, welche 


in Bezug auf eine willkürliche Variable genommen sind.- Die 
‘Variation dieses Integrals wird jetzt durch die Formel (13) 
gegeben, und aus denselben Gründen wie in dem ersten Falle 
muss man getrennt gleich Null setzen den Theil, der von dem 
Zeichen f frei ist, und denjenigen, welcher sich aus allen Inte- 
gralen zusammensetzt, die in gleicher Anzahl sind wie die 
Variablen w, yy 2,.-.. 

Nun sind die Functionen dx, öy, öz,... völlig unab- 
hängig von einander; also muss jedes Integral einzeln Null 
sein, was zu den folgenden Gleichungen führt: 
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L -4M HEN AP +. 
4 —dM + eN — BP +. 
(17) Fa de NH _ a 


= 0, 
0, 
= 0, 


Man hat somit ebenso viele Gleichungen als Variablen £, y, 
2,...; und da eine unter ihnen unbestimmt bleiben muss, so 
muss offenbar eine dieser Gleichungen in den anderen stecken. 
Wir beschränken uns auf diese Bemerkung, und fügen hinzu 
dass man hier einen Vortheil hat, welchen die Rechnung des 
ersten Falles nicht darbot und welcher darin besteht, dass man 
das System von Gleichungen am vortheilhaftesten wählen kann, 
indem man die am wenigsten einfache Gleichung zur Seite 
lässt. Wenn man y, z2,... als Functionen von x gefunden 
hat, so werden sich die durch die Integration eingeführten 
Constanten, wie in dem ersten Falle, vermöge der Gleichungen 
bestimmen, welche sich auf die Grenzen beziehen. 
a 191. Die Integration der Gleichungen (17)' wird einfacher, 
wenn U kein æ, oder eine der anderen Functionen nicht ent- 
hält; denn, da dann der erste Summand einer dieser Gleichun- 
gen Null ist, und alle anderen vollständige Differentiale sind, 
so hat man unmittelbar ein erstes Integral dieser Gleichung 
Wenn mehrere der Variablen x, y,... zugleich in U fehlen, 
so ist eine gleiche Anzahl der Gleichungen (16) integrabel. 
192. Die Gleichungen (15) bieten dieselbe Vereinfachung 

dar, wenn y oder z nicht in V vorkommt; aber wenn æ darin 
fehlt, so sind einige Transformationen nöthig, um die Vereinfa- 
chung zu erhalten, welche uns die Gleichungen (17) unmittel- 
bar dargeboten haben. 

In der That, setzt man der Einfachheit wegen voraus, dass 
es nur eine unbekannte Function y gebe, so ist die Bedingung 
des Maximums wer Minimums 


2 d2P dQ Jen 
(à) M ApeL des Rs KUN 
und man hat, Sn man berücksichtigt dass V kein w enthält, 


dV 
Ta T My + NW E 


Zieht man von dieser Gleichung die mit y’ multiplicirte vorige 
ab, so kommt 
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av SaN j d? 
X= (ne ty E) P y FE) 


, XQ 
yG (Qu +y TRE 
Es ist nun leicht zu sehen, das das zweite Glied dieser Glei- 
chung eine vollständige Ableitung ist. 
Hierzu bemerken wir allgemein, dass wenn « und v be- 


liebige Functionen von æ bezeichnen, ein Ausdruck von der 
Form 


udv — vdru 
ein vollständiges Differential ist, wenn n gerade, und dass 
udrv + vdru 
ein solches ist, wenn n ungerade. Es folgt hieraus, dass alle 
Binome, welche das zweite Glied der letzten Gleichung bilden, 
vollständige Ableitungen sind, und dass man folglich die bei- 
den Glieder dieser Gleichung integriren kann; was zu einer 
Gleichung von niedrigerer Ordnung führen wird. 
Setzen wir z.B. voraus, dass V nur y, y und y” enthalte. 
Die letzte Gleichung wird 


dv 1 1 aN | ddl 1 d?. . 
Ta (dr nt eg + (Py er Tr). 
woraus durch Integriren 
dP 
(b) ar 
eine Gleichung dritter Ordnung, während die Gleichung (a) 


‘von der vierten war. Wäre zu gleicher Zeit V unabhängig 


von y, so hätte man M — 0; die Gleichung (a) würde inte- 
grabel sein und geben 


dP 
Be Pk 
; ? ; ; BR A. 000: 
Zwischen dieser und der vorigen Gleichung —— eliminirend, 


da 
würde man finden 
V = Py“ + Cy +C, 
wo C urd C zwei willkürliche Constanten bezeichnen. Diese 
Gleichung ist nur noch von der zweiten Ordnung. So kann 
man, wein V nur y’, y” enthält, ein zweites Integral der Glei- 
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chung (a) erhalten, und die Rechnung auf die Integration einer 
Gleichung der zweiten Ordnung zurückführen. 

Wenn V eine zweite Function z und ihre Ableitungen 2’ 
und z” enthielte, so würde man ebenso erhalten 


GA AdE 
(e) AE Ae a d e Pa a d T S 


Der besondere Fall, wo man nur die Differentiale 
der ersten Ordnung betrachtet. 


193. Wenden wir unsere Theorie an auf den einfachen 
Fall, wo die Function V drei Variablen x, y, z und nur die 
ersten Ableitungen von y und z enthält. ; 

Das vorgelegte Integral sei 


E77 S 
TF; 4,25 U Eha as 


Tı 


f d dz | 
è [7 (ey, 2, 3: Ta) 0. 


1. Wenn keine allgemeine Gleichung zwischen x, y, 2 
existirt, so wird man von den Formeln (15) Gebrauch machen, 
und man hat 


also 


N: aN 
(18) ee M' — pe = U 
wo 
df __ dfi af A ge, 
By. TAT: N re e aa 


Diese beiden simültanen Gleichungen von der zweiten Ordnung 
werden y und z als Functionen von æ und vier willkürlichen 
Constanten ergeben. 

Wenn die beiden Grenzen unabhängig sind, so hat man. 
für jede 
19) (V— Ny — N'A) ðe + Nöy+Ndze—=0. 
"Wenn für eine von ihnen keine Bedingung besteht, so müssen, 
da dx, öy, öz unabhängig sind, ihre Coëfficienten einzeln Null 
sein, was drei Gleichungen zwischen den auf diese Grenze be- 
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züglichen Werthen von æ, y, z, y’, 2’ liefert. Wenn dagegen 
an dieser nämlichen Grenze æ, y, z einer gegebenen Gleichung 
Wo, y, 2), a müssten, so würde man haben 


T da t Ie òy + $2 òz = 0. 


Indem man is z BR NR und der Gleichung (19) elimi- 
nirte, würden nur die Unbestimmten ôw, y übrig bleiben, 
deren Coöfficienten man einzeln gleich Null setzen würde. Man 
hätte also wieder drei Gleichungen zwischen den auf diese 
Grenze bezüglichen Werthen von æ, y, z, æ’, y’. Man würde 
in derselben Weise verfahren, wenn man eine zweite Gleichung 
hätte. 

Gegenwärtig ist es leicht die durch die Integration einge- 
führten willkürlichen Constanten zu bestimmen; denn die zwi- 
schen x, y, z und diesen vier Constanten erhaltenen Gleichun- 
gen müssen erfüllt werden durch &,, yı, 21 und durch zz, y2, 
2,9, woraus zwei Gleichungen für jede Grenze resultiren. 
Also hat man für jede Grenze fünf Gleichungen zwischen 
den Werthen von x, y, z, welche sich darauf beziehen, und 
den vier Constanten; man kann daher diese Constanten und 
die auf die Grenzen bezüglichen Werthe von æ, y, æ be- 
stimmen. 

2. Wenn die Variablen z, y, z gehalten sind einer Glei- 
chung F(x, y, z) = 0 zu genügen, so muss man von der 
Formel (16) Gebrauch machen, welche in diesem Falle wird 


dN , aN) dE 
(20) H-7)E = (M Se 
Indem man z vermöge der Gleichung F(s, y, z) = 0 elimi- 


nirt, erhält man eine Gleichung der zweiten Ordnung zwischen 
æ und y. Diese integrirend findet man y, und folglich z, als 
Function von æ und zwei willkürlichen Constanten. 

Die Werthe von 1, Y1, 21> #2, Ya, 22 bestimmen sich wie 
in dem vorigen Falle, indem man berücksichtigt, dass sie der 
Gleichung F (æ, y, 2) — 0 genügen müssen. Man hat jetzt 
vier Gleichungen für jede Grenze. Die beiden willkürlichen 
Constanten bestimmen sich aus diesen Gleichungen, sowie die 
auf die Grenzen bezüglichen Werthe von æ, y, z 
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Anwendung auf einige besondere Probleme. 


194. Linie von der kürzesten Länge. — Betrachten 
wir zuerst den Fall, wo man keine allgemeine Bedingung giebt 
zwischen den Coordinaten der verschiedenen Punkte dieser 
Linie, d. h. wo sie nicht genöthigt ist auf einer gegebenen 

Oberfläche zu liegen. 


. Das Integral, welches ein Minimum werden soll, ist 
man hat also š 
v-Virprm—®, M—=0, M—0, 
y' dy 2 z’ dz 


[Fam i U 


= o] N = mn . 
VH +y + z’? ds vi + y? +22 ds 
Die Gleichungen (18) werden 


dN dN' 
Be ogge 3 
N und N’ sind also < constant, und folglich y’ und 2’. 
Es sei 
JR — 77 2 = EAF 


daraus folgt 

y= Cas pd, z= Ort id: 
Also, was auch die auf die Grenzen bezüglichen Bedingungen 
seien, man findet, wie zu erwarten war, eine gerade Linie. 


Die Gleichung (19), welche für jeden Endpunkt stattfinden 
muss, wird 


ðx + yy + zz = 0, 
(a) oder 
dæ ðv -+ dy ðy +- dz z = 0. 
Es sind aber drei Fälle für re Endpunkt zu umter- 
suchen: 
1. Wenn das Ende (2, yı, 2) fest ist, so hat man 
OEA mee 0, Ò yı m 0, Ò zı e 0; 
seine Coordinaten s, yı, 2ı sind gegeben, und die Constanten 
C, C, d, d’ müssen den beiden Bedingungen genügen 
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jı = Carp dy iey =C ay H ds: 


2. Wenn dieser Endpunkt einer Gleichung F (æ, y» 2)=0 
genügt, so hat man 


ER 
Piat g tr -=d. 


Indem man nn zwischen der Gleichung (a) und. dieser elimi- 
nirt, und darauf die Coëfficienten von æ, und ôy, gleich Null 
setzt, erhält man 


ar SdR dpe dr 
EN Ya er o d Y qe? 
oder 
a a 
da RR er cc 


in welchen Gleichungen æ, y, 2 zu ersetzen EN durch t, Yis 

Diese zwei Gleichungen sind zu verbinden mit F (ær, Y1 21) =O 
und mit den beiden folgenden \ 

y = Ca p d, el a +d. 

Man hat so fünf Gleichungen zwischen &, , yı, 2ı und den 
vier Constanten. 

3. Wenn man zwei Gleichungen elle) Zis ah j er gäbe, 
so würde man ebenso zu fünf Gleichungen zwischen ihnen und 
den Constanten gelangen. 

Somit findet man für jedes Ende, sei es "frei oder einer 
oder zwei Bedingungen unterworfen, immer ‚zwei Gleichungen 
zwischen den Constanten, entweder direct oder durch die Eli- 
mination von #1, y1; 21. Also können die ‚vier Constanten 
immer bestimmt werden durch die auf die beiden Grenzen bè- 
züglichen Bedingungen. 


195. Die Gleichung (a) enthält eine bemerkenswerthe 
geometrische Eigenschaft der kürzesten Linie. In der That, 
sie drückt aus, dass die Richtung, welche mit den Axen Win- 
kel macht, deren Cosinus proportional sind mit dæ, dy, dz, 
senkrecht ist zu derjenigen, deren Cosinus. proportional sind 
mit Òx, y, z. Woraus hervorgeht, dass die Tangente an 
der gesuchten Linie, welche durch irgend einen ihrer Endpunkte 
geführt ist, senkrecht steht auf allen Richtungen, nach welchen 


dieser Endpunkt sich bewegen kann. Sie ist also normal zu 
Duhamel, Difl.- und Int.-Rechnung. I. . 15 
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der Curve oder Oberfläche, auf welcher dieser Endpunkt blei- 
ben muss, wenn er nicht fest von Lage ist. 

196. Nehmen wir jetzt an, dass die gesuchte Linie ge- 
nöthigt sei, auf einer gegebenen Oberfläche zu liegen von der 
Gleichung 

P(2:9,4)=:0; 
in diesem Falle muss man der Gleichung (20) genügen, welche 
sich reducirt auf 

dFdN dFdN' er ie A dg 

| dz de dyde a 70 Bez‘ 
Diese Gleichung zweiter Ordnung, in Verbindung mit der vor- 
stehenden, liefert y und z als Functionen von æ und zwei will- 
kürlichen Constanten. 

Die Gleichung (19) findet für jede Grenze statt und zeigt 
wieder, wenn die Grenzen nicht fest sind, dass die gesuchte 
Curve senkrecht ist zu den Curven, nach welchen sie sich auf 
der gegebenen Oberfläche bewegen können. In dem einen und 
anderen Falle bestimmen ‘sich die Constanten durch die schon 
angegebenen Mittel. 

197. Die Gleichung 4 res er > a er lässt eine be- 
merkenswerthe Eigenschaft der kürzesten Linie erkennen. In 
der That, die Gerade welche irgend einen Punkt derselben 
mit dem Krümmungsmittelpunkt verbindet, macht mit den Axen 
dx dey dz_ 
ds? ’ds2’ ds? ’ 
und die auf die Normale zur Oberfläche bezüglichen Cosinus 


Winkel, deren Cosinus proportional sind mit — 


sind proportional mit = N Er SE, Die vorstehende Glei- 
chung giebt aber 
i ds? ds? 
(b) dr Trap‘ 
i Big 
und es ist leicht zu sehen, dass diese Verhältnisse gleich sind 


d?x 


” ds? i P N i 
mit =? denn die Symmetrie der Gegebenen in Bezug auf 


de 
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æ, y, z zeigt, dass man, die Rechnung anders richtend, dieses 
letzte Verhältniss gleich einem der beiden anderen gefunden 
hätte. 
Uebrigens kann man dies leicht verificiren. 
In der That, die Gleichungen (b) geben 
ER ER A 
ds? ds? _ ds?ds ds? ds de 
ar "dF ar day” uraz dr 
dy dz dy y ds dz ds da 
wie wir behauptet hatten; die Richtung der Normale zur Ober- 
fläche fällt also zusammen mit der von demselben Punkt. zu 
dem Krümmungsmittelpunkt der kürzesten Linie geführten 
Gerade. Mit anderen Worten, die osculirende Ebene dieser 
Curve ist beständig normal zu.der Oberfläche. 


198. Kleinste Umdrehungsfläche. — Nehmen wir 
uns vor die ebene Curve zu finden, welche durch zwei gege- 
bene Punkte geht und eine kleinste Fläche erzeugt, indem sie 
um eine in ihrer Ebene liegende Axe AX rotirt. 


Das Integral fi y V da? F dy? soll ein Minimum. werden; 


Tı 
und de æ nicht unter dem Zeichen f vorkommt, so ist es an- 
gemessen die Gleichungen (17) oder die Gleichung (b) in Nr. 
192 anzuwenden. Nimmt man die ersteren und berücksichtigt, 


dass L, N, P,... Null sind, so findet man, indem man durch 
c eine willkürliche niet bezeichnet, 
M = ec, oder PIERRE... 1REE — ec; 
Vda? + dy? dy? 


woraus man zieht 


„edy 
BR »(1+55). Seen Vy — e’ 


und integrirend 


15 * 
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die ‚Gleichung; einer ‚Kettenlinie, deren unendliche Zweige über 
der: Axe. der æi emporsteigen. 

Die Constanten c, cı bestimmen sich, indem man aus- 
drückt, dass der Gleichung durch die Coordinaten der gege- 
benen Punkte genügt wird. . Betrachtet man den einfachsten 
Fall, wo die Ordinaten dieser Punkte gleich sind, so wird die 
Curve symmetrisch sein in Bezug auf die Senkrechte zur Axe, 
welche in gleicher Entfernung von diesen beiden Punkten ge- 
führt ist. Es seien a und — a ihre respectiven Abscissen, 
und b ihre Ordinate, so hat man zunächst c, — 0, damit die 
Gleichung sich nicht ändert, wenn man æ durch — x ersetzt; 
darauf 


ee Í i AEN PRR J 


was c bestimmt. 


a 


ge e man HH Hitap jA man r mAg aA + e="), und 
man ied u Anden durch den Durchschnitt der Gerade y= 
mit der Kettenlinie y — + (e“ + e~”); der Werth 'von c 
folgt daraus. 

199. Es ist nicht immer möglich , der Gleichung 


oil | 19 i í e + eu 
OUH Lei 9 da nr u 
zu genügen. 


In der That, das zweite Glied ist unendlich für u — 0 
und u — »; dazwischen bleibt es endlich und positiv: es hat 
also ein Minimum, und das Problem wäre unmöglich, wenn 


2b s ó k 5 

p kleiner wäre. Suchen wir daher den Werth von diesem 
Minimum: es wird eine einzige Auflösung geben, wenn man 
2b £ k 2 k Mi h 
Ee gleich diesem Werthe giebt; zwei, wenn es grösser ist; 


und keine, wenn es kleiner ist. 
Der auf dieses Minimum bezügliche Werth von vu genügt 


g” + eu 
u 


= e“ — er, 
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Wenn man u zwischen dieser Gleichung und der vorigen eli- 
minirte, so würde man die Gleichung erhalten, welche den 


L , b ; 
kleinsten Werth bestimmen muss, den 7 haben kann, damit 


das Problem möglich sei. 
Wenn man bemerkt, dass man iiad hat 


(e — e™")} — (et Henni —ı4, 


so kann man die letzte Gleichung so schreiben 
u —— y (ev + ew)2 er 4, 


woraus hervorgeht 


2b : 4 b2 u2 
ATS ETTET SE 
und folglich l 
a2 
u? R 1 + p2 ; t 
Aber i 24 


RR 1+5 1+5) | 
: Bea 


Wenn man z in dem zweiten Gliede vernachlässigt, so wird 


es zu klein; er PESEE 
sit tr un | 


. 1 ; 
Der reciproke dieses Werthes ist also grösser als es und 
wenn man ihn in dem zweiten Gliede substituirt , so wird | es 


b 
zu gross und giebt eine obere Grenze von a ‘ Hieraus re- 


sultirt ein zu kleiner Werth für F: und, indem man sọ fort- 

fährt, erhält man eine Reihe von abwechselnd grösseren und 
; TO et k 

kleineren Werthen als rE welche sich ihm unbegrenzt nähern, 


Man findet so 


D. 
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PAA DOR 
© 1,19967. 
[07 


Es muss also das Verhältniss wenigstens gleich 1,19967 


sein, wenn es eine Curve geben soll, die eine kleinste Ober- 
fläche erzeugt; und man begreift die Möglichkeit dass es keine 
giebt, wenn man bemerkt, dass wenn die Curve die Axe 
schneidet, die Ordinaten negativ werden, und das Integral un- 
begrenzt abnimmt. 


Wenn + > 1,19967, so hat man zwei Auflösungen; aber 


sie können nicht zwei Minima geben, denn es müsste dazwi- 
schen ein Maximum liegen, was drei Auflösungen verlangen 
würde. Sie können auch nicht zwei Maxima geben, sie geben 
also ein Maximum und ein Minimum. Da das Integral bis 
zum negativen Unendlichen abnimmt, so sieht man, dass das 
Maximum der Kettenlinie entsprechen wird, welche ihren 
Scheitel am tiefsten hat, und das Minimum derjenigen, deren 
Scheitel am- höchsten liegt. Diese letztere entspricht dem 
grössten der zwei Werthe vonc, weil die Gleichung der Curve ist 


y = F a Sah 


und weil, indem man æ — (0 macht, man ¢ zur Ordinate des 
‚Scheitels findet. 

200. Der grösste Flächenraun isoperimetrischer 
Curven. — Nehmen wir an, dass die Endpunkte der Curve 


gegeben seien und zu Coordinaten haben æ, yı und æ, ya; 
T2 
das zu einem Maximum ‘zu machende Integral ist J yds, und 


7 
man soll haben, indem man durch ! die Länge der gegebenen 
Curve bezeichnet, 


[de V1} y” =l. 


7 
Man wird setzen nach der Regel des relativen Maximums 


BG +aeV1+y)d]) = 


da æ nicht Solat dem Zeichen / vorkommt, so wendet man 
die Gleichung (b) in Nr. 192 an, und man findet 
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ypa a VI Ẹ y? AE nET 


Qy’? 


y 
ya 
(y — ec) Vi + y”? -- œ = 0; 


+o, 


oder 


woraus 
(y — c) dy 


d ıb: == \ a — ty — o)? , 
(y— o) F (— ed)? = at, 


wo ce und ¢ zwei willkürliche Constanten. Die Curve ist also 
ein Kreis, und es erübrigt die Constanten &,:c, c’ zu finden. 
Man wird zunächst ausdrücken, dass er durch die beiden 
extremen Punkte M und N geht; dies giebt 

+ = e, 

(eaey Amin e 


und endlich 


woraus 
2,2 — a9? —ı 2e (2, — a) + Yd ah 26 (yı — y2) EN 
welche Gleichung ausdrückt, dass der Mittelpunkt auf. der 
Senkrechte liegt, welche, errichtet. ist in: der Mitte der die 
beiden Endpunkte verbindenden Gerade. 

Es sei d die gegebene Länge dieser Gerade, so hat man 

ae 
d — 2usin Fa’ 

welche Gleichung «& bestimmt; c und ce‘ folgen daraus, und 
man findet zwei Kreise, de- 
ren Mittelpunkte 0, 0‘ sym- 
metrisch liegen in Bezug 
auf die gegebene Sehne. 
Der eine bezieht sich auf 
das Maximum, der andere 
auf das Minimum: denn die 
beiden Flächen sind respec- 
tive gleich dem Trapez 
MPOQN, vermehrt oder ver- 
mindert um dieselbe Grösse 
MRN; wenn also die eine 
ein Maximum, so ist die 
andere ein Minimum. Man 


Fig. 5 
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schliesst daraus noch, dass die Fläche MRN ein Maximum 
ist; und wenn die Aufgabe zum Gegenstand die zwischen 
der gegebenen Sehne und dem Bogen enthaltene Fläche 
hat, so ist sie nur eines Maximums fähig, und dieses wird 
durch den Kreisbogen bestimmt, dessen Sehne und Länge be- 
kannt sind. | 

Wenn die Grösse des Bogens und die Richtung der Axen 
so wären, dass das Segment MRN durch die extremen Or- 
dinaten geschnitten würde, so würde dieser letzte Satz darum 
nicht weniger wahr sein: denn, wenn man sich die Curve be- 
stimmt denkt, so kann man darin auf unendlich viele Weisen 
eine solche Sehne ziehen, dass man für ein passendes Axen- 
system sich in dem vorigen Falle befindet. Da nun die totale 
Fläche ein Maximum ist, so wird dieses Segment es ebenso 
sein, indem man seinen Perimeter constant lässt; also wird es 
durch einen Kreisbogen begrenzt: was nicht sein könnte für 
alle Sehnen, welche man sich so denken kann, wenn nicht die 
ganze Curve ein Kreisbogen wäre. Wenn die beiden Punkte 
M und N zusammenfallen, so hat man den Fall einer ge- 
schlossenen Curve, und man sieht, dass sie einen ganzen Kreis 
bilden muss. 

201. Maximum der durch die Rotation isoperi- 
metrischer Curven erzeugten Oberflächen. — In die- 


72 
sem Falle muss /yd« V 1 + y’? ein Maximum sein zu gleicher 
Tı » 


Zeit mit [da V 1 + y? = l; man muss also setzen 


eie vi Hynt ay 1 + y?)da] = 0, 
oder [9 
Saliw +a) Vi + yda] = 0. 


Die Rechnung wird dieselbe sein wie in dem schon be- 
handelten Falle, wo man die Länge der Curve nicht gab. 
Nur.ist y + œ dem y substituirt. Man findet also 


ER E 
yash ten): 
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Die Curve ist wieder eine Kettenlinie. Die drei Constanten 
&, =», cı bestimmen sich, indem man ausdrückt dass ‚die Curve 
durch die beiden gegebenen Punkte geht, und dass I ‚ihre 
Länge ist. 


202. Man zeigt in der Statik, dass die Kettenlinie von 
allen isoperimetrischen Ourven diejenige ist, deren Schwer- 
punkt so tief als möglich liegt. Von dieser Eigenschaft aus- 
gehend hätte man folgern können, dass die Curve, welche die 
kleinste Oberfläche erzeugt, eine Kettenlinie ist, deren Con- 
vexität sich gegen die Axe kehrt, und dass diejenige welche 
die grösste Fläche erzeugt jene ist, welche man erhalten würde, 
indem man sich die Wirkung der Schwere im entgegengesetzten 
Sinne gerichtet dächte. 

203. Der kleinste Körper, welcher durch die Ro- 
tation isoperimetrischer Curven erzeugt wird. — Es 
sei l die Länge einer Curve, welche durch zwei gegebene 
Punkte geht und um eine in ihrer Ebene liegende Axe rotirt; 


der erzeugte Körper hat zum Ausdruck f wytda. Also soll 


fy? dx ein Minimum werden mit der Bedingung 


faa VI Fy =1. 
Man muss also jaaa 
Jee VTF u] =0, 


und die ie des Minimums ist, indem man die Formel 


(b) in Nr. 192 anwendet, 


Y+eViFV= p — + 


o=) VIF y + a= 0; 
woraus man zieht 
i dæ == Se Jay" A 
Vor — (y2? — 0)? 


Diese Gleichung ist diejenige der sogenannten elastischen 


\ 


oder 
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Curve, welche die Gestalt einer im Gleichgewicht unter der 
Wirkung gewisser Kräfte befindlichen Feder darstellt. Man 
kann sie nur durch Reihen integriren. Die beiden Constanten 
œ und c, sowie die bei der Integration eingehende, würden sich 
bestimmen, indem man ausdrückt dass die Curve durch die 
beiden gegebenen Punkte geht, und dass ihre Länge l ist. 

204. Brachistochrone. — So nennt man die Curve, 
welche ein schwerer Körper befolgen muss, um von einem 
Punkte zu einem anderen in der kürzesten Zeit zu gelangen. 
Durch g die Schwere bezeichnend hat man 


ds\2 
(E) = 2g (rı — 4), 


indem man durch æ die vertical, in entgegensetztem Sinne mit 
der Schwere gezählten Ordinaten bezeichnet, ünd durch «, 
diejenige des höchsten Punktes. Man zieht hieraus 


Be u AN EN, 
V 2g V O 


und um der gegebenen Bedingung zu genügen, muss das In- 


ds : Mr . 
tegral J wart ein Minimum werden, oder das negative 
ta 


Integral S da a a ile a ein Maximum. Dies liefert 


ti — w 
P SA 'die Gleichungen 
1 dy RUE SS de _ 


REIN SRH Ne A 
Va—ı de 


woraus 


Diese Gleichung zeigt, dass die Curve in einer Verticalebene 
enthalten ist. Nehmen wir diese zur Ebene der æ und y; sie 
ist bekannt, weil sie die beiden gegebenen Punkte enthält. 
Man hat dann z — 0, und es bleibt nur die An 


Mi c, woraus dy = — heine sent 
Ve — ae ds RE B en 


Verwandelt man sı — « in æ, so wird diese Gleichung 
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; . 


was sich leicht integriren lässt. 

Diese Curve ist eine Cycloide, deren Lage wir finden 
wollen. 

Wenn B und C die beiden gegebenen Punkte sind, so 
kommt die Transformation, 
welche wir gemacht haben, 


Fig. 6. 


darauf hinaus den Ursprung 
in B zu nehmen, und die 
Axe der æ in der Richtung 
der Schwere. In diesem 
System von Axen würde 
eine Cycloide, deren Basis 
BY und deren Anfangs- 
punkt in B wäre, die Dif- 
ferentialgleichung haben 


æ 
dy = dx Den. 
y 9 


während a der Radius des erzeugenden Kreises wäre. 


Die gesuchte Curve ist also eine Cycloide, deren Basis B Y, 
i pe: 
deren Durchmesser des Erzeugungskreises z ist, und von wel- 
C a 


cher der eine Endpunkt der Basis in B liegt. 


Die Constante ¢ wird sich bestimmen, indem man aus- 
drückt, dass der endlichen Gleichung der Cycloide genügt 
wird durch die Coordinaten des Punktes C. 


205. Nehmen wir jetzt an, dass die beiden Endpunkte, 
anstatt fest zu sein, genöthigt seien sich auf gegebenen Curven 
zu befinden. Man würde wie in dem ersten Falle zu der 

; c j ; A 

aiii di ZUG 
Gleichung y — a? -+ o” gelangen, welche zeigt, dass die 
Curve noch in einer Verticalebene liegt. Diese Ebene ist un- 
bekannt, aber die Gleichung der Curve, bezogen auf in dieser 
Ebene genommene Axen, würde darum nicht weniger die schon 
gefundene Form haben; woraus man schliesst, dass diese Curve 
eine Cycloide ist, deren Basis horizontal und deren Anfang 
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im Ausgangspunkte liegt. Alles reducirt sich darauf, die Ccor- 
dinaten der beiden extremen Punkte und den Radius des er- 
zeugenden Kreises zu finden. Da die beiden Grenzen von 
einander unabhängig sind, so muss ‘man für die erste die 


ESTER haben 


ofS — de—( V= Ny’ Ber Ne | Òt: — Nöy, ac Noz = 


In Aaka gegenwärtigen Falle hat man 
TAMET - 
Nr lager OA A 


z! ; 


Vaca VIR 


Ma A. FPFF. 
dæ T (2 — g)? 
Die ER Œ wird also 
Fin ara A 


— cdyı — ed 2, 
Die theilweise Integration giebt 


J-e uV Aa VRR 


(2 2) i y’+ 2’z")da “ l ydi 
re - — V+ (ey Hede 
= — V+ey+tc?. 


In diesem letzten Ausdrucke muss man dem «æ successive «x, und 
x,substituiren und das zweite Resultat vom ersten abziehen. Um 


die von dem Factor (x, BR welcher unendlich wird, her- 
rührende Schwierigkeit zu vermeiden, nehmen wir zuerst eine 
von x; verschiedene Grenze, und bewerkstelligen die Reduc- 
. tionen; dann gehen wir zu «der Grenze x, über. Die drei 
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Terme V— cy’ —c’z‘, welche sich auf diese gegen x, conver- 
girende Grenze beziehen ‚heben sich gegen — V; + cyh + «z’ 
in (a) weg, und es bleibt endlich die Gleichung 

(b) (— V + ey + ez hðe — cy — da —0. 


Indem man die Werthe von V, e, c’ substituirt, findet man 


7 4 al we, 

a ee re naar; 

und die Gleichung (b) wird 
dæ, xı + dydyı + dada = 0. 

Sie drückt aus, dass das letzte Element der gesuch- 
ten Curve senkrecht ist zu der Richtung der Tan- 
gente an der ersten gegebenen Curve im Aus- 
gangspunkte. 
Die auf die zweite Grenze sich beziehende Gleichung ist 

(V — Ny — Nz ðe + Nöw-+ N'ôz — 0, 
oder “` 
dæ, Ôx, + dy y2 + dz z; = 0, 
welches zeigt, dass das letzte Element der Cycloide 
senkrecht ist zu der Tangente an der gegebenen 
zweiten Curve im Ankunftspunkte. 

Diese verschiedenen Bedingungen bestimmen die Cycloide, 
deren erstes Element immer vertical, und deren Basis hori- 
zontal ist. $ 

Wären die beiden Curven in einer und derselben Ver- 
ticalebene, so würden die Eigenschaften, welche wir darge- 
than haben, beweisen, dass die Tangenten an den gegebenen 
Curven im Ausgangs- und im Ankunftspunkte zu einander 
parallel sind. 
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Rechnung mit endlichen Differenzen. 


206. Differenz einer Variable nennt man den endlichen 
Zuwachs, welchen sie annimmt. Die Differenzen der Func- 
tionen sind durch diejenigen der Variablen, von welchen sie 
abhängen, bestimmt; man bezeichnet sie alle ohne Unterschied 
durch das Zeichen 4. 

Die Differenz zwischen den zwei Werthen, welche eine 
Function annimmt, wenn die Variable, von: welcher sie ab- 
hängt, zwei successive Werthe erhält, wird die erste Differenz 
dieser Function genannt. Diese Differenz ist im Allgemeinen 
eine- Function derselben Variable; und ihre erste Differenz, 
welche einem neuen gleichen Zuwachs dieser Variable ent- 
spricht, heisst die zweite Differenz der Function. Die Differenz 
der zweiten Differenz ist die dritte Differenz der Function; 
und so fort. Wenn man durch u diese Function bezeichnet, 
so sind ihre successiven Differenzen repräsentirt durch 

Au, Su, Au, APU. 
207. Nehmen wir allgemein an, dass die Differenz 1x 
eine bestimmte Function f(x) sei, und es seien 
Wr ER a en 2 ey 
die successiven Werthe, welche daraus für die Variable æ re- 
sultiren; dergestalt dass man habe 
a = gt Aaa sn +, SB =m + In;..., 
m = Im—ı + Atm , 
welche Gleichungen sich so schreiben lassen: 
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t 4dr, 
e + 4x + Ar, 
25 BETRETEN 


Zu a, ER 29 
FREE TORE, A, 
Alle diese Ausdrücke können arkhi werden als einzig ab- 
kängend von dem ersten willkürlichen Werthe æ; denn da 4« 
eine Function von æ ist, so ist @, oder x + Ax es ebenfalls. 
A x, oder f(x.) ist also auch Function von x allein, und folg- 
lich auch æ, welches gleich x + 42 + Aa, ist. Ebenso wird 
4%, oder f(x) Function von æ allein sein, und folglich auch 
£; und ebenso die anderen ohne Ende fort. 

Es ist noch nützlich zu bemerken, dass jeder dieser suc- 
cessiven Werthe sich aus dem vorhergehenden bilden kann, 
indem man darin x in x -+ Ax verwandelt. In der That, 
nehmen wir an, dass es sich so verhalte bis zu x„_, inclu- 
sive, und verwandeln wir æ in æ + Ax in @„_ı: sein erstes 
Glied æ wird æ + 4g; sein zweites Glied fx wird 4 æ; sein 
drittes Aæ, wird as, und endlich sein letztes wird Z2„_1; 
folglich findet sich &m—ı verwandelt in £m. Der Satz ist also 
allgemein, weil er wahr ist füc sı. Wenn man jetzt irgend 
eine Function u = g (æ) betrachtet, und durch 


$ 
l l Il 


U e aT a A E E a 

die mit &, 21,- .-, &m Correspondirenden Werthe bezeichnet, 
so kann jeder dieser successiven Werthe von u betrachtet wer- 
den als Function von æ allein, und man kann ihn aus dem 
vorhergehenden herleiten, indem man darin æ in æ + 4 æ ver- 
wandelt; denn, weil man allgemein hat 


3 OC Oa) Br ln 
und weil #m nur von æ abhängt, und erhalten wird indem man 
æ in -+ 4x verwandelt in 27% —ı, 80 ist auch «m Function 
von æ allein, und wird offenbar aus um—ı durch dieselbe 
Verwandlung erhalten. 

208. Nach der Definition, welche wir von den successiven 
Differenzen gaben, ist die zweite Differenz 4?u der Zuwachs, 
welchen fu annimmt, wenn man darin æ in « + 4g verwan- 
delt; die dritte Differenz 42u ist der Zuwachs von -S?u, wel- 
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cher aus demselben Zuwachse 4 «æ, den man darin æ erladen 
lässt, resultirt; und so fort. 

Ebenso, da Au, der Zuwachs von «, ist, welcher sich 
auf den dem x, gegebenen Zuwachs 4x, bezieht, so ist I2u, 
der Zuwachs von 4, wenn man darin x, um fx, wacısen 
lässt; und ebenso für die folgenden Differenzen. Man sieht 
also, dass die successiven Differenzen von u, dieselben Kıne- 
tionen von x, sind wie diejenigen von w es von æ sind; und 
ebenso ist es für die Differenzen von ts, Ug pu iie, %m etC- 
Hieraus geht hervor, dass man alle Differenzen von um erhal- 
ten würde, indem man £m—ı In £p verwandelte in den cor- 
respondirenden Differenzen von „1; und da man geshen 
hat, dass diese Verwandlung geschieht, indem man x + 4w 
dem æ substituirt, wenn man &@„—ı ausgedrückt betrachtet als 
Function von æ, so folgt, dass die Differenzen irgend «iner 
und derselben Ordnung der Grössen 

Us Us Ugyr es Um-—1, Ums. +» 
sich jede aus der vorhergehenden herleiten, indem man darin 
vin æ + 2x verwandelt. Man bemerkt noch dass man, um 
Arup d. h. den Zuwachs von 1” !u,, wenn man x, in £p +42, 
verwandelt, zu erhalten, nur den Zuwachs zu nehmen braucht, 
welchen Ar=!u, als Function von x betrachtet annimmt, ‚wenn 
man v in æ + Ag verwandelt. 

Diese Eigenschaften gehören den successiven Differenzen 
von æ an, wie denjenigen der beliebigen Function vu. 

209. Es ist leicht die Differenz 4”u auszudrücken ver- 
möge der m + 1 Werthe u, u, ug, . - - , Um. 

In der That, man hat zuerst 

Au = uù — ù. 
Um 42u zu erhalten, muss man, in dem Ausdruck von 4u, 
æ in æ 4 Aæ verwandeln und den resultirenden Zuwachs neh- 
men. Da diese Substitution v und u respective in u, und s 
verwandelt, so findet. man 
Au — w—2u + u. 
Ebenso ist 43u der Zuwachs des Ausdrucks von 42u, wenn 
man æ in 2 + fx verwandelt, und man hat \ 
Pu = U — du + 3u — u 

Man sieht bis hierher, dass die Indices von u um eine Ein- 
heit abnehmen von der Ordnung der Differenz an bis zu Null; 
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dass die Coefficienten abwechselnd positiv oder negativ, und 
gleich sind denjenigen der Potenz derselben Ordnung eines 
Binoms. Und die Art des Uebergangs von einer Differenz 
zur folgenden beweist, dass dieses Gesetz allgemein ist. 

In der That, wenn man hat 2 

Aru = ün — Arun-ı + Aun — 
e A A Hunt E. 
so ist die folgende Differenz ` 
Artiu — un+1ı— Alun tH Aa 
— l| +4 4, 

Das Gesetz der Indices von u ist also das nämliche für 
diese Differenz, und die Coefficienten bilden sich aus denjeni- 
gen der vorhergehenden, indem man den Absolutwerth eines 
jeden von ihnen zu dem ihm vorhergehenden addirt: wenn 
also für eine Differenz diese Coefficienten diejenigen der Potenz 
derselben Ordnung eines Binoms wie @—ß sind, so sind sie 
demselben Gesetz für die folgende Differenz unterworfen. 
Also ist dieses Gesetz allgemein, da es für die zweite Dif- 
ferenz als richtig erkannt ist. 

Man hat also, was auch m sei, 


(1) ru = un — Mmum-ı + a Unger 


Us are e Aaka Un-pt' 


das letzte Glied ist positiv wenn m gerade, und negativ im 
anderen Falle. 

210. Umgekehrt kann man um ausdrücken durch u und 
die m Differenzen Su, 42u, ..., J”u. In der That, man 
hat 

wy = u -+ du, B E TE RET Er 
und da allgemein 
Un = Un—1 + Iun-ı; 
so sieht man, dass wenn man hat 
„= u + A Au + hut: 
+ A,APu + A,114 Hu -peee 
man haben wird 
E D E A + Appi] 
E + 4ı +4 
Wenn also die Coöfficienten der Glieder von u„_-ı diejenigen 
der Entwicklung von (æ -+ ß)*-! sind, so werden die Coëf- 
Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II. 16 


detiu p.. 
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ficienten der Glieder von u, diejenigen. von (a -+ b)” sein; 
was die Indices der Differenzen betrifft, so wachsen sie eben- 
falls von 0 bis zu n. Nun finden diese Gesetze statt für us; 
also sind sie allgemein, und man hat 


(2) Um = u + mAu + u s 


Die Analogie zwischen den zweiten Gliedern der Glei- 
chungen (1) und (2) und der Entwicklung der mten Potenz 
eines Binoms erlaubt uns, sie zu ersetzen durch die sehr ein- 
fachen symbolischen Gleichungen 

Mu == (u — 1)”, m = (1 + Au), 
welche man so ernten muss, dass die Potenzexponenten von 
u und Ju durch Indices ersetzt werden. 

211. Differenzirung der Functionen. — Die erste 
Differenz einer Function u = F (æ) ist F (x + Ax) — F (a). 
Untersuchen wir, was aus dieser Differenz und denen der fol- 
genden Ordnungen wird, wenn man für F(æ) die einfachen 
Functionen a”, a”, loga, sinag, cosax nimmt und 1x constant 
voraussetzt. 

Es sei zuerst u = Aæ”; ist m positiv und ganz, so hat 
man mr; 7 


Au =A mar 42 + 2 13 nm- Diag iR „+ 4a], 


Die erste Differenz eines Monoms ist also von einem um 
eine Einheit niedrigeren Grade; und ebenso verhält es sich für 
irgend ein Polynom, weil die Differenz einer Summe die Summe 
der Differenzen ist. 

Hieraus folgt, dass die mte Differenz eines ganzen Poly- 
noms von mten Grade unabhängig ist von æ. Es sei z. B. 


u = Asn + Arm... Ans 
um sie zu finden, braucht man nur in jeder successiven Diffe- 
renz das Glied vom höchsten Grade zu betrachten: denn die 
durch die anderen gelieferten Glieder werden spätestens bei 
der letzten Differenzirung verschwinden; sie ändern also das 
Resultat durchaus nicht. Man braucht daher nur die mte Dif- 
ferenz von Ag” zu berechnen. 
Seine erste Differenz hat zum ersten Gliede 


Amer de, 


Da, +. ..-t Imu. 
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und wir wernachlässigen alle folgenden, deren Grad niedriger 
ist. Die Differenz dieses ersten Gliedes, in welchem wir fx 
-constant voraussetzen, hat zum ersten Gliede 
Am(m— 1)ar24a?, 

und wir vernachlässigen wieder die folgenden. 

So fortfahrend gelangt man offenbar zu 

Aru = Am(m— 1) (m—2)...2.1 Ja”. 

Da die mte Differenz constant ist, was auch æ sei, so sind die 
Differenzen höherer Ordnungen Null. 

212. Wenn man das Product von n, um 4æ differenten 
Factoren 

u = a ( + Aa) (x + 24x)... [r + (n — 14a] 


betrachtet, so findet man sogleich 


Au = (æ + Aa) (e + 24x)... [x + (a — 1) Sa] ndez, 
Au = (æ + 24x)... [v + (n — DIaln (n — 1) 4e, 


u. re un RE E A N Era a E ES T EA, AA E e ei 


er =). .2.14ar. 
Alle folgenden Differenzen sind Null. 
Wenn man hätte 
1 
ea p Aa)... [£ +n—)Je]’ 


so würde man finden 


ER — nda 
a(a + Aa)...(e+nIe)’ 
Mrs We +14. 
EF 49... e F OF N.) 
ei aa E A aa 


und so unbegrenzt fort. 


213. Die allgemeine Formel (1) wird in dem Falle von 
u = g” 


Amu = ( + mAg)” — m[a + (m — 54er)” 
O Di + m Aa]... F me H Aa)" tm. 
Wenn m = n, so ist das zweite Glied der Gleichung gleich 


16* 
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Be © 
1.2.3... nde”, was auch æ sei. Wenn man in diesem Falle 
æ — Ô macht, so pi man, was auch die ganze Zahl n sei, 


ge ee) T Im. Tn=l28..n 


Wenn m>n, so ist EN Null, und man erhält x — 0 ma- 
chend 


m” — m(m — 1)” HU m 9r+...Em=0. 


Diese beiden bemerkenswerthen Formeln sind in der Zah-. 
lentheorie von Nutzen. 
214. Es sei jetzt 
ee 
so hat man 
Aapee art: N PN a? (af? DE 1); 
Miu = a” (a47 — 1)?, 
Au = ara? — 1), 


215. Es sei 


so hat man 


Au = log (x + Ar) —loga = log(1 + ee). 
216. Es sei 
u = sin (ax + b), 
Au = sin (ax + ade + b) — sin (ax + b) 
— 2 sin — cos (a: HS o). 
Wenn u = cos (ax +- b), so hat man 
Au = cos (ax + adæ + b) — cos (ax + b) 


— — 2 sin — sin (as + — + b). 
Vermöge dieser beiden Formeln erhält man 


2 
A? sin (az + b) = — á (sin ar) sin (ax + adæ + b), 


und allgemein 
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k 2n 

I?” sin (agx + b) —+ 2°” (sin 2 an sin rn AS) 
AH sin(aa+b)—=+2? Hs ne) cos[aex+(n+1)a1c+b]; 


die oberen Zeichen sind zu nehmen wenn n gerade, und die 
unteren Zeichen wenn n ungerade. 

Für cosaz gelten ähnliche Formeln. 

217. Die mte Differenz 4”u lässt sich allgemein aus- 
drücken vermöge der Ableitungen von w, und man kann 
sie durch eine sehr einfache symbolische Formel darstellen. 

Man hat zuerst 


Wenn man u in fu verwandelt, so hat man 42u, und es ist 
leicht zu sehen, dass kein Glied eine Ableitung von niedri- 
gerer Ordnung als der zweiten enthält. Indem man so fort- 
fährt, sieht man ein, dass 4”u von folgender Form sein wird: 


datiy 
md ee Fee aar ++.» 
wo die Coöäfficienten A, A, . . . unabhängig sind von der Form 
der Function vu. 


Amu = aT 


Um sie zu bestimmen, setzen wir u — e”, so wird die 
Gleichung, indem man den Factor e” weglässt, 


(ei? — 1)" = Adam + Ada" +... .; \ 
und da «unbestimmt ist, so müssen die Coefficienten derselben 
Potenzen beiderseits gleich sein; man kennt also A, Aı,...- 

Der Werth von A”u lässt sich durch eine symbolische 


Formel darstellen, indem man bemerkt, dass das zweite Glied 
der letzten Gleichung sich in den Werth von 4™”u verwandeln 


E du ger: £ 
würde, wenn man — fx dem 1x substituirte und wenn in den 


de 
d BR 
Potenzen von F der Exponent des Zählers in einen Differen- 
tiationsindex verwandelt würde. Man hat also in diesem Sinne 
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215. Kann man die Differenz zweier Functionen finden, - 
so ist es leicht diejenige ihres Products zu finden, oder ihres 
Quotienten, vermöge der Formeln 

A (luv) = vdu + udv + Audv, 
u vdu — udv 
v vots. 
Wenn man Producte von mehr als zwei Factoren betrachtete, 
so würde die Formel sich schnell complieiren. In dem Falle 
wo sie gleich wären, würde man unmittelbar finden 


Au”) = numi du + hin—1) 


12 u" Aut... + dur. 
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Rechnung mit endlichen Summen. 


219. Die Aufgabe die man sich in dieser Rechnung vor- 
legt ist, von der Differenz einer Function zurückzugehen zu 
dieser Function selbst; oder allgemeiner, eine Function’ zu be- 
stimmen, wenn man eine Relation zwischen ihr, ihren Dif- 
ferenzen irgend einer Ordnung und der unabhängigen Va- 
riable kennt. 

Da die Differenz einer von der Variable unabhängigen 
Grösse Null ist, so folgt, dass wenn man eine Function zu 
einer gegebenen Differenz gefunden hat, man zu ihr eine will- 
kürliche Constante addiren kann, und so eine allgemeinere Lö- 
sung der Aufgabe haben wird. Aber dies würde nicht die 
allgemeine sein wie in der Infinitesimalrechnung; sondern um 
sie zu erhalten, muss man zu der gefundenen Function die allge- 
meinste Function addiren, welche zur Differenz Null hat. 

Wenn man aber dem x einen Zuwachs 1x giebt, so wird 
jede periodische Function von æ, welche fx zur Periode hat, 
den Zuwachs Null annehmen, von einem beliebigen Werthe 
von æ an; und umgekehrt kann es nur eine solche Function 
sein, welche dies thut für jeden Werth von æ. Man sieht 
also, dass wenn man den Ausdruck der Differenz einer 
Function von æ giebt, welcher sich auf die Differenz 4x die- 
ser Variable bezieht, es genügt eine besondere Function zu 
kennen, welche der Aufgabe Genüge leistet; und dass man die 
allgemeinste Auflösung erhalten wird, indem man zu ihr eine 
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willkürliche periodische Function addirt, welche zur Periode 
die gegebene Differenz 1x hat. 

Wir wissen dass jede periodische Function durch eine 
convergente Reihe dargestellt werden kann, deren Glied vom 
Range n + 1 die Form hat 


ae DR co ee 
wo l die Grösse der ist. Man sieht also, dass in dem 
umgekehrten Problem der Differenzen die willkürliche Constante 
ersetzt wird durch eine Reihe, deren erstes Glied constant, und 
deren Glied vom Range n + 1 ist 

EIER Ve = En. 
Diese Reihe werden wir zur ee niit "3 Namen der 
willkürlichen Constante bezeichnen. 

Wir werden durch Zu die allgemeine Function bezäch- 
nen, deren erste Differenz u ist; durch &?u diejenige, deren 
zweite Differenz u ist, und so fort. 

220. Betrachtet man irgend einen Werth x, der Variable 
und einen anderen solchen Werth æ dass «, =. +4 nA, 
wo nirgend eine ganze Zahl, so ist es leicht den Zuwachs 
auszudrücken, welchen die Function F(s), deren Differenz u 
ist, annimmt, wenn die Variable von x zu x, übergeht; dena er 
ist die Summe der den Werthen #,2+42,...,2+(n — 1)4x 
entsprechenden Zuwachse, und sein Werth ist folglich 


u -+ u + uw +- + u; 
man hat also 
E(t) = F(a) 4 u pH ua Foe H n. 


Die Function F (æ), deren Differenz u ist, kann betrachtet wer- 
den als eine willkürliche Constante einschliessend, oder viel- 
mehr selbst als eine willkürliche VERa wenn man den 
‚Werth von «æ particularisirt. 

Bezeichnet man sie durch C, und repräsentirt man durch 
&u,„ die allgemeinste Function, welche v„ zur Differenz hat, 
so hat man die Formel: 


(1) Zu, = C4 u p u 4 u pee + u: 
221. Man muss bemerken, dass die in C eingehende. pe- 
riodische Function wie eine von æ unabhängige Grösse zu be- 


A,„ sin 
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handeln ist bei den Integrationen. In der That, nehmen wir 
an, man suche die allgemeinste Function deren Differenz die 
Function ọ sei, deren Periode x ist. Wenn man irgend 
einen Werth von x und alle diejenigen betrachtet, welche sich 
von ihm um irgend ein Vielfaches von fx unterscheiden, so 
sind die correspondirenden Werthe der gesuchten Function 
dieselben, wie wenn @ ersetzt wäre durch eine Constante gleich 
seinem auf den ersten Werth von æ sich beziehenden Werthe. 
Also wird man; indem man @ wie eine von æ unabhängige 
(Grösse behandelt, die Function erhalten, deren Differenz ist. 

Man kann dies übrigens leicht verifieiren. In der That, 
die Function, deren Differenz eine von æ unabhängige Grösse 


a, ist 1 -+ C, wo C eine willkürliche Constante in dem schon 


bestimmten Sinne bezeichnet. 

Aber die Differenz von es ist pọ; also ist —— i 24 C die 
allgemeinste Function, welche zur Differenz @ ur =? da sie 
sich von der vorstehenden nur durch die Verwandlung von a 
in @ unterscheidet, so folgt daraus dass diese periodischen 
Functionen bei den Integrationen wie die eigentlichen Con- 
stanten behandelt werden müssen. 


Integration der Functionen. 


222. Wir fangen damit an, darauf hinzuweisen dass jeder 
constante Factor nach Belieben unter das Zeichen Æ oder 
vor dasselbe gebracht werden kann; und dass das Integral Æ 
einer Summe die Summe der Integrale der Theile ist, woraus 
sie besteht. 

Suchen wir zuerst das Integral von x”, d. h. die Func- 
tion welche um x” wächst, wenn man in ihr dem x den Zu- 
wachs fx giebt, und welche wir durch Sæ” bezeichnen; 
hierzu bemerken wir dass man hat 


Aart) = (m4 1) er dat EDM gm gat Jepan; 


nehmen wir jetzt das Integral von jedem Gliede, und betrach- 
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ten wir die willkürliche Constante als eingeschlossen in den 
angezeigten Summen; wir erhalten 


amt — (mF 1) Ar Eam + MEDM gazom 


OTPAD ngemat. Amh E], 


daher 
amt mia 
Dra m—1l 
O) EN ER o 
} m(m—1) 42? e n A E 
pe I REL © O 


Wenn man dem m successive die Werthe 0, 1, 2, etc. giebt, 
so erhält man, durch C eine willkürliche Constante bezeichnend, 


S=-,+tC 
Sn 2 
ee 


de 


4 
I De Tt g 


a a «5 _ je 


1 
zito 
g3 J; 
(68) e= a 
1 
3 æ + 
i ar C 
542 F a? aa © 


Kennt man x”, so kann man Æ? æ” bestimmen, indem man 
nach den vorstehenden Formeln das Integral eines jeden der 
Theile von &.x” sucht, und nachher eine willkürliche Constante 
addirt. Man findet ebenso 232”, Ztx”, etc., und bei jeder 
Integration geht eine neue willkürliche Constante ein. 


223. Wir haben im Vorhergehenden die Formel erhalten 
Alal + Aa). --(e+n AR) 
= (æ + Aa) (æa +24I8):-- (ae +nAa)(n 4+1)4%; 
daher 
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Die + 4a) (a + 24a). (ap nda) 
=g pya O+ 4a): (eF nda) C. 
Wir haben ferner gefunden 
Ai 1 i- -a4 1) da 


also 


1 
reape o 
— 1 
~ am FD) Ax.2(e-+4%).. TEST AIA 
224. Bestimmen wir jetzt Xar. Wir sahen dass man hat 
4a? = a? (a1” — 1); 


man hat also, indem man die beiden -Glieder integrirt und 
nachher durch a?* — 1 dividirt, 


2a = p +0 | 


und folglich 


>: n t — REEI ATE ESE: 

E (ads FR 1)" of 

Zr—1C bestimmt sich vermöge der Gleichungen (3), indem 
man successive X10, &2C, etc. sucht. 


225. Wir fanden 


A sin(aw + b) = 2sin caz cos | aw 
ade 
epo 3 denn - 


Indem man die biien Glieder integrirt und æ —+ = durch æ 


ersetzt, erhält man 
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ATE e - — gs: (ar + pa 1e) C, 
2 sin 2 
S cos (ae + b) = ——. sin az +b — + C. 
2 sin =S 


226. Entwicklung des Integrals Æ in Reihen. — 
Wir haben im Vorhergehenden die Formel gefunden 


1 
u, = u4 ndu E 7 as, 


Wenn man voraussetzt, dass der Werth u mit x = 0, und 
dass v„ mit x — ndg correspondirt und durch u, bezeichnet 
wird, so hat man 


=utg, te 


Es sei 
Au, mv W290, Ava, 
so hat man 
er 1 
m æ Ae\4d2 
De ee Am 


welche Formel das Integral von v vermöge der Werthe von v 
und seinen Differenzen, welche sich auf æ — 0 beziehen, und 
der willkürlichen Constante C giebt, welche der Werth ist, den 
Z v für x — 0 haben soll. 


Wenn die Differenzen Null werden von einer gewissen 
Ordnung an, so besteht die Reihe aus einer endlichen Zahl 
von Gliedern. 

Wenn man das zweite Integral einer Function verlangte, 
so würde man die zweite Differenz des Integrals kennen. Man 


wwWw.rcin.org.pl 


— 258 — 


würde somit in der Entwicklung von u, kennen 42u, 43u, 
etc., und man könnte u und 4u willkürlich nehmen. 
Indem man setzt 


Pu, = v; U = Av du == t 


würde man haben 


wo C und C zwei willkürliche Constanten. Auf diese Weise 
würde man eine Summe von irgend einer Ordnung vermöge 
der gegebenen Function v und ihrer Differenzen, worin man 
æ — 0 macht, bestimmen. Es ist leicht zu ‚sehen , dass man 
von jedem anderen besonderen Werthe von æ ausgehen könnte. 

227. Man kann auch das Integral Su ausdrücken ver- 
möge des Integrals fude und der Functionen u, E, Ts, etc. 


In der That, das Theorem von Taylor giebt 


du‘ du Ag? dèu Ag? 
Au=ndtr TTo TAT T 


woraus 


du de Sau, Am sdu 
u= da aa T Er Aa er 


Wenn man alle Summen gleich Null nimmt für x — a,, und 


durch u) den mit x, correspondirenden Werth von u bezeich- 
net, so hat man 


— du Aa: 1 d2u An: dèu 
ee EAA ATT 1.2 > de 1123 A Jat- 


woraus man zieht 


du u— uù Az d?u daz? dèu 


—— un —— 1m 


da Ax 1.2 dæ? 1.2.8 Ads 
dw d2u 


z 
Ersetzt man u successive durch T udæ und durch alt 


To 
etc., so erhält man 
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Si de Ze du _ Ax d?u 
3 72 dx 1.2.8 ERE SA 


— d?u i du Ax d3 u AI. diu 


de — Anda 1.3 da 1.2.3 2 o. 
— dèu 1 deu Aa ~o diu Ag? ydi 


p— KJ — — .— 


am Aa. Ad ae, 


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


wo die Glieder ausserhalb der Zeichen X zwischen ‚denselben 
Grenzen æy, æ zu nehmen sind. 


4 EEE N du 
Indem man in den Werth von Zu diejenigen von ei I’ 


d? à 4 
Dr Kg —, etc. einsetzt, erhält man eine Gleichung von der 


Form 
Er d 
aru 
re Aa: 
2 y Ax da? 
To 

Die Coëfficienten A, B, ete. bestimmt man, indem man u=— e” 
und s = — œ setzt, was die Identität giebt 


1 


Die Entwicklung des ersten Gliedes liefert unmittelbar die 
Coëfficienten A, B, C,.... Es ist aber leicht zu sehen, dass 
alle diejenigen, welche die geraden Potenzen von 4æ multipli- 


ciren, Null sind. Hierzu bringen wir den Summanden —5in 


das erste Glied; es genügt dann zu zeigen, dass der resulti- 
rende Ausdruck die Eigenschaft besitzt sein Zeichen ohne sei- 
nen Werth zu ändern, wenn man darin fx in — 4 æ verwan- 
delt; oder mit anderen Worten, dass man identisch hat 


was sich unmittelbar verificirt. 
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Man hat also 
BU, EN a 
Nachher wird man finden ; 


1 1 
A= p’ (=- m: 


und folglich 


DARES. ys =a du (5 
Zug, jan +3 T2 lan da H 


Aa®Td3 u d3u 
aeos _ (ie It 


2 ; 4 daz? 
Die numerischen Coëfficienten, welche Ta 337 X 


(1) 


A 
2.3.4.5.6 
Zahlen genannt. Ihre Werthe sind 


, etc. multipliciren, werden die Bernoulli’schen 


Pie. ng 1 1 


5 
B= 6 B;= zp’ D,= 42’ Bzz 30’ Bj 66° etc; 


Die Formel für Bəp—ı ist ziemlich complicirt. 


Von diesen Zahlen Gebrauch machend, wird die Formel (1) 


U— Up du du 
er fr -3 Ay le - da ‚| 


Aa fdu dèu 
ana D W ie al- at 


(2) 


Summation der Reihen. 


228. Wenn man die Folge von Werthen betrachtet, welche 
eine Function u von æ annimmt, wenn æ um gleiche Incremente 
wächst, von einem gewissen Werthe an bis zu einem anderen, 
so hat man eine Reihe, deren Differenz die Function u sein 
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wird, in welcher man dem x seinen letzten Werth vermehrt 
um 4g giebt. 
In der That, setzen wir 


æ = nAg, und Su, =u + u + uwt. PETR? 
wo das erste Glied u mit x — 0 correspondirt. 

Wenn man z um Ag vermehrt, so wächst n um 1, und 
die Reihe wächst um u,„+ı; sie ist also enthalten in dem allge- 
meinen Ausdruck von Zu,+ı, und man hat 

Sun = Zun + e, oder Su, = Zun + un + ©, 
wo die willkürliche Constante zu bestimmen ist durch. die Be- 
dingung, dass die beiden Glieder gleich seien für einen ge- 
wissen Werth von n. 

Wenn man die Zuwachse der Variable gleich der Einheit 
voraussetzt, was man immer durch eine Vertauschung der Va- 
riable bewirken kann, so hat man 

Su, = Zu, + ür H e= Zu te. 

Wenden wir diese Formel an zur Auffindung der Summe 
. einiger Reihen. 

229. Setzen wir zunächst u, —= x” voraus, d. h. suchen 
wir die Summe der mten Potenzen der ganzen Zahlen von 0 
bis zu æ; man findet, indem man Gebrauch macht von der 
Formel, welche wir für 22” gegeben haben, und berücksich- 
tigt dass die Constante gleich Null zu setzen ist, 

altl) 
Se =14+ 2 +3 +. E => 


a nie 6: ar A 


Salt Nr. Ir par = "er, 
Sæt = 1416+81 +.. a le Tr, 
A 1 
Sa5 — 14324254... 0= 204304, ©. 
230. Wir fanden im Vorhergehenden 
A1.x(2 + Ax)... [e + Er ap 
— (æ + 4a) (e +242)...[e + (n—1)42]n 4x. 


Also,indem man n in n + 1 beiwiähäelt 
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D) (e + Aa)(@ + 248)... (a +nAa) 
1 
er re al + 4a)... (+ nde) + ec. 
Betrachtet man ferner die früher gefundene Formel 
1 —(n—1)dz 
A. [a+(n—2)412]) ` (+ Le). ‚[etHn—1) 28] ’ 
so hat man integrirend 
~ 1 
pA % ERTEAN DTN 
peit T (2 + Aa)... [e+ (n— 2) Ar] AA 
Hiernach ist es leicht die Reihen zu summiren, deren all- 
gemeine Glieder die eben integrirten Ausdrücke sind, und man 
erhält die folgenden Formeln 


S(æ +1) (#42) ...(24+n) = Z(e+2)(@+3)...(etnt1)+e 


1 
== ati (@+1)(c+ 2) ... (a+n-+]), 
1 1 
S be BE E P T Ar a i aE a nn C 
CFDEFA- CFA > GEF EFFI 
BSA w BETT race (æ Fany 
indem man voraussetzt dass das erste Glied von einer jeden 
dieser‘ Reihen mit æ =— 0 correspondirt. 
231. Gehen wir über zu den transcendenten Functionen, 
und suchen wir zunächst Sa”. 


Wir fanden 


und man hat 
also 


at — 1 


Wenn das erste Glied der Reihe mit « — 0 correspondirt, so 
hat man 
de 1 


a 
+c, woraus ¢ = — ———: 


Duhamel, Dif. und Int.-Rechnung. TI. 17 
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- 282. Bestimmen wir noch Ssin(ax + b), Scos (ax +b). 
Man hat 


S sin (ax +b) = E Hadr +b) +c 


Scos (ax +b) — Ecos (ax + adz +b) +c 


=i h as + EE ta) e 
2 sin —— 


Wenn die Reihen mit æ — 0 anfangen sollen, so findet man 


für die erste 
adæ 
cos ( Ya ) 


adz á 
2 


sin (? a =) 


adz 


0 S 


2 sin 


und für die zweite 


e = — 


und folglich 


S sin (ax + bd) = 


| 2 sin ndr 
sin (ze ui er X s) 
T sin IE ’ 
2 
sin G 4- r -+ b) H sin(b PS en 
S cos (a æ + b) = en 0 
2 ; 
sin re cos ne b) 
Poo a 
sin -3 
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Formeln zum Interpoliren. 


233. Wenn man eine gewisse Anzahl Werthe einer Func- 
tion kennt, welche gegebenen Werthen der Variable x ent- 
sprechen, und wenn man diejenigen bestimmen will, welche 
sich auf zwischenliegende Werthe von x beziehen, so heisst 
die dahin führende Operation Interpoliren. Man will im All- 
gemeinen nicht genaue Werthe haben, sondern so einfach als 
möglich Werthe erhalten, welche einen hinreichenden Grad von 
Annäherung besitzen. ; 


In Nr. 226 fanden wir die Formel 


a) 
Tr 9) 
TEE REIN +...; 


u bezeichnet den Werth der Function für æ — 0, und die 
Werthe von x wachsen durch constante ‚mit 4 æ gleiche Inter- 
valle. Diese Reihe schliesst mit 4”u, wenn die Differenz der 
nten Ordnung constant ist. 

Wenn man nun die Werthe u, w, %,..., Un und folg- 
lich u, Ju, 42u, .. ~, A”u giebt, so kann man die Aufgabe 
stellen die Function u, nach der Bedingung zu finden, dass 
sie die besonderen Werthe u, %,..., Un reprodueiren soll, 
wenn man dem æ die Werthe 0, Aæ, ...., ndx beilegt, und 
dass überdies ihre nte Differenz constant sein soll, wodurch 
sich die Formel vereinfacht. 

Die mit 4”u abgebrochene Formel (1) giebt nun für us 
eine Function vom Grade n in x, welche den verlangten Be- 
dingungen genügt. Und wenn man sie als genau betrachtet, 
so liefert sie die Werthe von us, welche einem willkürlichen 
Werthe von æ entsprechen. Aber es ist rathsam sie nur für 
Werthe zwischen 0 und nfx anzuwenden, wenigstens wenn 
man nicht weiss, dass die Differenzen der höheren Ordnungen 
als n ohne merklichen Fehler vernachlässigt werden können. 

Wenn der erste Werth u der Function mit æ = =, und 

17*. 
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nicht mit æ = 0 correspondirte; so müsste man in der Formel 
(1) æ durch &— x, ersetzen. \ 

234. Wenn man u, Ju,..., 2"u kennt, und wenn 
4A” u constant ist,so bildet man jeden der verschiedenen Werthe 
von J""!u, indem man "u zu dem vorhergehenden addirt. 
Ebenso erhält man jeden der Werthe von 4”—?u, indem man 
zu dem vorhergehenden seine Differenz addirt, und so weiter 
bis zu den verschiedenen Werthen von w, von dem ersten an 
bis ins Unendliche. 

Dieses Verfahren wird angewandt zur Construction der Ta- 
feln, sei es nach einer gewissen Anzahl von bekannten Gliedern, 
zwischen welche man andere einschalten will, sei es nach 
einer genauen aber zur Anwendung unbequemen Gleichung. 

235. Wie nahe auch die consecutiven Glieder einer Tafel 
liegen mögen, oft hat man nöthig zwischenliegende zu betrach- 
ten, und man kann in den meisten Fällen die zweiten Diffe- 
renzen gleich Null nehmen. In diesem Falle, wo man den 
Werth von æ zwischen x, und x, + 4x voraussetzt, giebt die 
Formel (1), indem man darin æ mit æ — a, vertauscht, 


te uA gg Au. 


Wenn u, gegeben und x die Unbekannte wäre, so würde man 
hieraus ziehen 


Kann man nur die dritten Differenzen vernachlässigen, so 
nimmt man ein Glied mehr in der Formel (1). In diesem 
Falle würde die Formel nicht ebenso leicht v zu u, geben, 
weil die Gleichung in z vom zweiten Grade ist; die Schwie- 
rigkeit würde noch viel grösser ‘werden, wenn man eine 
grössere Anzahl von Gliedern nähme. Man wendet dann ein 
sehr bekanntes Approximationsverfahren an: man vernach- 
lässigt zuerst die Glieder welche x — x, in höheren Potenzen 
als der ersten enthalten, was, wie in dem ersten Falle, 
Ur — 

Au 
angenäherten Werth in dem Coëfficienten der ersten Potenz 
von æ — tọ, welche man als Factor aller vernachlässigten 
Glieder herausgesetzt hat, und man erhält einen genaueren: 


2 — u = Z Aa giebt; darauf substituirt man diesen 
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Werth von x — x), den man in derselben Weise substituirt; 
und so weiter. 

Man könnte den Werth von 2 — £ auch finden, indem 
man sich aller Glieder bediente, worin diese Grösse vorkommt, 
sie aber in jedem Gliede nur einmal als unbekannt betrachtete; 
dieses Verfahren würde man öfter wiederholen, und einen 
Grad der Genauigkeit von. derselben ranking wie durch das 
andere Verfahren erhalten. 

236. Die Formel (1) setzt voraus, dass die Werthe von 
x durch gleiche Intervalle wachsen, was nicht immer der Fall 
ist. Wir wollen eine Formel angeben, welche den ‘Werth 
der Function giebt, wenn man die Werthe wo, t1, Uz,» » +, Un 
kennt, welche sie annimmt, wenn æ die willkürlichen Werthe hat 

Los- My Las o. es In: 
Wir nehmen wieder eine ganze und rationale Function von & 
vom Grade n; sie enthält n + 1 unbestimmte Coëfficienten, 
und man kann sie folglich den n -+ 1 gegebenen Bedingungen 
unterwerfen. 

Es sei also 


us, = + hat ye p- -p ur”, 
Ug =a + pn + yr tp. Hun", 
aeaye o E 


Nach der Theorie der Gleichungen ersten Grades enthal- 
ten die Werthe von «œ, ß,...,'w als Factoren ihrer verschie- 
denen Glieder ugo, r.» -s Un, so dass man u, unter die Form 
bringen kann 

„= Xu + Xu + Xu -+ Xnun. 
Für æ — æ, reducirt sich u, auf up; dieser Bedingung wird 
genügt, wenn X dann gleich 1 wird und wenn X, Ay,..., X, 
Null werden, d. h. wenn sie theilbar sind durch æ — m. 
Ebenso würde es sich verhalten für jeden der anderen Werthe 
von æ; man wird also für X das Product einer Constante mit 
den Factoren 2 — 295 2 — ıs...  — En, ausgenommen 
£ — æ, nehmen; für X, das Product einer anderen Constante 
mit denselben Factoren, ausgenommen % — sı; und so fort. 
Wenn man nun jeden der Werthe von æ substituirt, so wird 


män hat 


www.rein.org.pl 


— 262 — 


nur das Glied übrig bleiben, worin der entsprechende Werth 
von ugs vorkommt; und es erübrigt nur seinen Coëfficienten 
der Einheit gleich zu machen. Es sei #„ irgend einer der 
gegebenen Werthe von x, und up der entsprechende Werth 
von Uy. 

Da X, die Factoren 2&— t, ..., 2 n, ausgenommen 
æ — @, enthält, so ist evident, dass wenn man X, gleich die- 
sem Product nimmt, getheilt durch den Werth, welchen das- 
selbe Product annimmt, wenn man darin æ = x, macht, X, 
sich auf 1 reducirt für s = wp. 

Die Grössen X, X,,..., X, sind somit so bestimmt, dass 
der Gleichung vom Grade n in x, welche den Werth von u, 
giebt, genügt wird durch die n + 1 Paare gegebener Werthe, 
und kein anderer Ausdruck von demselben Grade könnte den- 
selben Werthen uo, . . ., un gleich werden für die nämlichen 
Werthe von z, ohne mit diesem zusammenzufallen. 

Die gesuchte Formel ist also 


Be (2 — a )(8 — t) (2 — n) 
(2) aD: (to — 2t )(2o—-22)..(2 — n) 
RN (2 — go )(8 — z3). (2— tn) PRA E ae aLa araa i 


(21—20) a1 — 2). (21 — En (Ento) (Enan) 


Approximation der Quadraturen, Cubaturen und 
Rectificationen. 


257. Alle diese Aufgaben kommen, wie wir sahen, zurück 
auf eine oder mehrere Integrationen in Bezug auf eine Va- 
riable, zwischen bestimmten Grenzen. Es genügt also das 


Integral fi (a) dæ zu betrachten. 


Tå t . 

Un seinen Werth zu bestimmen kann man die Formel (1) 

der Nr. 227 nehmen, welche giebt, indem man ô statt x 
schreibt und u — f(x) voraussetzt, 


f ia dă =ò (Zu a A) = E | Map (| 
+ oe] +: 
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Wenn man ò klein genug voraussetzt um ò? vernachlässigen 
zu können, so hat man einfach 


Ssoas= ETETETT 


Betrachtet man f(x) als die Ordinate einer Curve, so ist die- 
ser letzte Ausdruck die Summe der Trapeze zwischen den 
successiven Ordinaten, den Sehnen der Curve und der Axe 
der x: 

238. Man kann auch die Interpolationsformel (1) der 
Nr. 233 anwenden, um die Ordinate der Curve darzustellen, 
und sie dann zwischen den gegebenen Grenzen integriren; was 
keine Schwierigkeit darbietet, weil dieser Ausdruck ganz und 
rational ist. 

Die Anwendung dieser Formel kommt darauf zurück, die 
Curve um welche es sich handelt zu ersetzen durch eine Parabel 
vom Grade n — 1, welche n gemeinschaftliche Punkte mit 
jener hat. 

Anstatt diese letztere Curve zu nehmen, betrachtet man 
bisweilen eine Folge von Parabeln zweiten Grades, von wel- 
chen jede durch drei der gegebenen Punkte geht, und man 
ersetzt die correspondirenden Theile der gesuchten Fläche durch 
die Flächen dieser verschiedenen Parabeln zwischen den jedes- 
maligen zwei extremen Ordinaten. Hierzu wird erfordert, dass 
das Intervall b — a in eine gerade ‚Zahl von Theilen getheilt 
sei; und jede Parabel giebt die Fläche, welche zur Basis zwei 
dieser consecutiven Theile hat. 

Die Gleichung der Parabel zweiten Grades, welche durch 
die Punkte geht, deren Abscissen 0, Aæ, 24x, und deren 
Ordinaten yọ; Yı, Ya sind, ist 


© 1er 
mn ee 
ihre Fläche zwischen den Ordinaten yọ, y2 ist 
1 
I“ (2y +24y + 3 Ay) ; 


oder 


Z(ntintn): 
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Ebenso findet man die Fläche zwischen y, und Y4, zwischen 
ya und ys, und endlich zwischen ys„_, und Y2n3 und man muss 
die Summe der folgenden Ausdrücke bilden, in welchen Yos 
Yı» +» +s Yan die Werthe von f(s) bezeichnen, welche sich be- 
ziehen auf a, a + 4x,... und b oder a nde: 


Aw 
TE (% + 4y u y) ’ 
Ax 
FE (y E, +u)» 
4 
=, (van +- Ahani + Yan) . 
b 
Die gesuchte Fläche, oder das Integral //f(«)dx hat somit 


zum genäherten Werth 


24x 


Poe N (pt + Eyma) 
+ ln +++): 
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Krümmung der Flächen. 


239. Da eine Fläche im Allgemeinen keinen Contact der 
zweiten Ordnung mit einer Kugel haben kann, so kann man 
die Krümmung der Flächen nicht auf die der Kugel beziehen, 
wie man die Krümmung der Linien auf die des. Kreises 
bezogen hat. Um die Krümmung einer Fläche in einem 
ihrer Punkte kennen zu lernen, besteht eines von den Mit- 
teln, die man anwendet, darin, dass man in dieser Fläche 
Schnitte macht durch Ebenen, welche durch den betrachteten 
Punkt gehen, und dass man die Krümmung der so erhaltenen 
Linien bestimmt. Die Schnitte, welche zu untersuchen am 
natürlichsten erscheint, sind diejenigen welche durch. normale 
Ebenen zu der Fläche gemacht werden: mit ihnen werden wir 
anfangen; nachher werden wir sehen, wie ihre Krümmung 
unmittelbar die der anderen bestimmt. 

Es sei z = F («, y) die Gleichung der Fläche; wir setzen 
‘ der Einfachheit wegen voraus, dass die Tangentialebene in dem 
Punkt, den man betrachtet, zur Ebene der æ und y, und die 
Normale zur Axe der z gewählt sei; die von den Axen unab- 
hängigen Eigenschaften, welche wir so entdecken werden, haben 
denselben Grad von Allgemeinheit, wie wenn- das Axensystem 
jedes andere gewesen wäre. 

Ein Kreis, der in einer durch die Axe der z gehenden 
Ebene liegt, und im Coordinatenanfang den durch diese Ebene 
in der Oberfläche gemachten Schnitt tangirt, hat zu Gleichungen 
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y= mæ, 24y +z — 2Rz = 0; 

woraus 
(1+ m) + z2 — 2Rz=0. 

Damit ein Contact der zweiten Ordnung mit dem Schnitte 
stattfinde, so muss ii denselben Werth haben in der einen 
und anderen Curve. Aber die letzte Gleichung zweimal diffe- 
rentiirt giebt | | 

14m te- 954) =0. 

da? de 

Im Anfangspunkt hat man 


dz 
z= 0, Ta = 0; 
woraus hervorgeht 
d?z 1 + m? 
1-- m? — Ran R= a 
da? 


wo DE ; keine partielle Ableitung is. Um den Werth da- 
von zu erhalten, muss man y durch mæ in der Gleichung der 
Oberfläche ersetzen, dann zweimal in Bezug auf œ differen- 


türen und x, y, z Null setzen: man findet so zum Werthe 


der totalen Ableitung = 


r+ 2sm + im?, 
wo T, 8, i respective die partiellen Ableitungen bezeichnen 
d?z d?z dx 
dar’ dady’ dy? ` 
Der Krümmungsradius Æ des Normalschnittes hat also zum 
Ausdruck 
: 1-+ m? 
® E e Da N i 
Er bleibt immer endlich und von demselben Peiöken, wenn 
man hat s? — rt< 0: die Krümmung ist dann immer in 
demselben Sinne. Er wird unendlich und ändert sein Zeichen, 
wenn s? — rt>0; die Krümmung ändert dann ihren Sinn. 
Wenn s2 — rt— 0, so wird er unendlich ohne sein Zeichen 
zu ändern, 
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240. Wenn man das Maximum und Minimum dieses Aus- 
drucks in Bezug auf die Variable m sucht, so wird man den 
grössten und kleinsten Krümmungsradius der Normalschnitte 
kennen. Die Gleichung, welche diese besonderen Werthe be- 
stimmt, ist 
(2) sm + (r — i m— s= 0. 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind reell und von 
entgegengesetzten Zeichen; in der zweiten Ableitung von R 
substituirt, geben sie Resultate von verschiedenen Zeichen, und 
entsprechen folglich, die eine einem algebraischen Maximum, 
die andere einem algebraischen Minimum. 

Da das Product dieser beiden Wurzeln — 1 ist, so sind 
die Ebenen, welche die Schnitte der kleinsten und grössten 
Krümmung enthalten, die wir Hauptschnitte nennen werden, 
senkrecht zu einander. 

241. Wenn man diese beiden Ebenen zu Ebenen der æ, 
z und der y, z nimmt, so vereinfacht sich der allgemeine Aus- 
druck von R. Denn, da die beiden Wurzeln der Gleichung 
(2) dann O und © sein müssen, so muss man s = (0) haben, 
und folglich 

Mi Irm 
r -+ tm? 

In dem gegenwärtigen Falle würden zwei Werthe von R 
genügen zur Bestimmung von r und ż; somit bestimmen, wenn 
man die Richtung der Hauptschnitte kennt, die Krümmungen 
zweier beliebigen Normalschnitte von bekannter Lage alle 
anderen. 

Bezeichnet man durch ọ, g‘ den grössten und kleinsten 
Radius, so hat man 

i 1 
I e 
Man kann daher R ausdrücken als Function von ọ, 0°, m, 
und man erhält so 


1 1 1 m? 
` #=-7=6+2): 
oder m = tang œ setzend, 


1 Pii 
= — cos Q? — sın 0°, 
ọ ty 
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Wenn man durch v die Krümmung irgend eines Schnit- 
tes, und durch v’, v’ diejenigen der Hauptschnitte bezeichnet, 
so sind sie respective gleich mit jei = wie wir in. der 
Differentialrechung sahen, und die vorstehende Gleichung wird 
(3) ' v= v cosg? + v” sina?, 
woraus man sieht, dass die beiden Hauptkrümmungen diejeni- 
gen aller Normalschnitte bestimmen. 

Aus dieser Gleichung ergeben sich mehrere wichtige 
Folgerungen : 

1. Wenn man durch die Normale zwei Ebenen legt, 
welche gegen die Ebene eines Hauptschnittes gleich geneigt- 
sind, so ist die Krümmung der beiden Schnitte dieselbe. 

2. Wenn man zwei Ebenen führt, welche gleich geneigt 
sind gegen die respectiven Ebenen der zwei Hauptschnitte, 
auf welcher Seite es auch sei, so ist die Summe der Krüm- 
mungen dieser Schnitte constant und gleich der Summe der 
Krümmungen der Hauptschnitte. 

Denn, indem man sie durch v und v, bezeichnet, hat man 

v = v' cosa? 4 v sina?, vy = v sin a? + v” cosa?, 
also 

v+u =r po. 

Wenn die beiden Winkel « in demselben Sinne genom- 
men werden, so sind die Ebenen rechtwinklig: woraus man 
sieht, dass die Summe der Krümmungen zweier zu ein- 
ander rechtwinkligen Normalschnitte constant ist. 

Eie VMT v + o” 

3. Wenn man & = T macht, so hat man v = aa 
Also ist die Krümmung eines jeden der beiden Schnitte, deren 
Ebenen die Winkel der Hauptschnittsebenen hälften, gleich 
dem Mittel zwischen den beiden Hauptkrümmungen; und die 
Kugel, welche durch die osculirenden Kreise dieser Schnitte 
geht, giebt für die Krümmungen zweier rechtwinkligen Nor- 
malschnitte dieselbe Summe wie die Oberfläche. Man sieht, 
noch dass zwei Ebenen, welche gleich geneigt sind gegen eine 
dieser Mittelebenen, Schnitte geben, deren Summe der Krüm- 
mungen v’ + v” ist, weil diese Ebenen gleiche Winkel machen 
mit den Hauptschnittsebenen. 
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242. Anzeigende Curve. — Wenn mah von irgend 
einem Punkte einer Oberfläche an, auf der Normale eine 
unendlich kleine Länge nimmt, und durch ihren Endpunkt eine 
zur Normale senkrechte Ebene führt, so schneidet sie die Ober- 
fläche in einer unendlich kleinen Curve, welche Dupin zuerst 
betrachtet und anzeigende Curve (Indicatrix) genannt hat. 
Alle die Eigenschaften, welche wir zuvor bewiesen“ haben, er- 
geben sich aus ihr sehr einfach, sowie viele andere, wegen 
deren wir auf die Werke desselben verweisen. Man sieht zu- 
nächst leicht, dass diese Curve vom zweiten Grade ist, wenn 
man die in Bezug auf ihre Dimensionen unendlich kleinen 
Grössen vernachlässigt; was bedeutet, dass wenn diese Curve 
gegen einen Punkt convergirt, indem ihre Ebene sich der 
Tangentialebene nähert, eine ihr ähnliche endliche Curve zur 
Grenze einen Kegelschnitt haben würde. 

In der That, wenn man die Normale zur Axe der z 
nimmt, so ist die Gleichung der Oberfläche, bezogen auf recht- 
winklige Axen, allgemein 

z = hrap esyt yi Ho 
und bekanntlich kann man in der Ebene der æ, y zwei solche 
besondere rechtwinklige Axen wählen, dass das Rechteck «y 


in dem zweiten Gliede fehlt. Indem man sie wählt, wird die 
Gleichung der Oberfläche von der Form sein 


esta tih 
Man weiss noch dass wenn die Coäfficienten r, ? ungleich sind, 
es nur ein einziges System rechtwinkliger Axen giebt, welches 
die Eigenschaft besitzt das Rechteck xy verschwinden zu 
machen; und dass wenn sie gleich sind, es unendlich viele 
derselben giebt. 

Wenn man jetzt z = «, wo œ unendlich klein, macht, und 
wenn man sich auf die Glieder vom zweiten Grade in x und 
y beschränkt, so hat man zur Gleichung des Schnittes, ne 
die anzeigende Curve ist, 


(1) | ra -+ ty = 2a, 


welche Gleichung eine Ellipse oder eine Hyperbel darstellt, 
deren Mittelpunkt auf der Normale liegt. 
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Es sei 9 der Punkt der Oberfläche, AN die Normale, 
AO = 0, und BC der Durch- 
schnitt der Ebene der Indicatrix 
mit irgend einer Normalebene. 
Der Krümmungsmit:elpunkt 
dieses Normalschnittes ist die 
Grenze des Durchschnitts von 
AN mit der in der Mitte der 
Sehne AC errichteten Senk- 
rechte; und wenn man den 


Krümmungsradius Æ nennt, so 
— > 


Fig. 7. 


OO, ; 
hat man B- >02’ oder mit 
24 den Durchmesser BC der Indicatrix, welche wir elliptisch 
2 
voraussetzen, bezeichnend, R — z, 


Man schliesst hieraus dass die Schnitte, deren Ebenen 
durch die Axen der Indicatrix gehen, die grösste und die 
kleinste Krümmung haben. Alle anderen Folgerungen ergeben 
sich leicht, und man erhält denselben Ausdruck von R als 
Function von r und ż für irgend eine Ebene y = mx wie zu- 
vor: denn man hat 


| 2a(1 + m?) ; 1 + m? 
BERN erh AED. RO, Ar Een 
A2? — Pas = all und folglich R=- Tim 


Wenn die Indicatrix eine Hyperbel wäre, so würde der Krüm- 
mungsradius unendlich werden, wenn die Ebene des Schnittes 
durch eine ihrer Asymptoten ginge, und würde nachher einen 
negativen Ausdruck haben, wenn man nicht das Zeichen von « 
änderte. Man muss also, um ihn positiv zu haben, die Ebene 
der Indicatrix auf der anderen Seite der Tangentialebene füh- 
ren; welches zeigt dass die Krümmung der Schnitte ihren 
Sinn geändert hat. Die beiden anzeigenden Curven, welche 
man so erhält, sind zwei conjugirte Hyperbeln, und ihre reellen 
Axen entsprechen den Schnitten der grössten Krümmung unter 
allen denjenigen, welche auf derselben Seite der Tangential- 
ebene liegen. 

Behält man das Zeichen des Ausdrucks der Krümmung 
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bei, so wird man, wie wir dies allgemein sagten, ein Maximum 
und ein Minimum als Hauptkrümmungen haben. 

Die Indicatrix kann noch von der Gattung der Parabel 
sein, welche den Fall zweier parallelen Geraden einbegreift: 
dieser letztere Fall ereignet sich, wenn man hat 

r= 0 oder t—0. 

Dies bedeutet nicht dass der Schnitt der Oberfläche mit der 
zur Tangentialebene parallelen Ebene keine Parabel ist; denn 
eine Parabel mit unendlich kleinem Parameter in endlicher 
Entfernung von ihrem Scheitel betrachtet, fällt nahezu mit zwei 
parallelen Geraden zusammen. Also, selbst wenn der Schnitt 
eine Parabel wäre, so würde die Indicatrix sich als zwei ge- 
rade Linien darbieten, ausgenommen in dem Falle wo der 
Scheitel dieser Parabel in einer unendlich kleinen Entfernung 
liegen würde von dem Punkt, den man auf der Oberfläche 
betrachtet: dieser Fall kann nur ausnahmsweise sein, weil er 
nicht stattfindet unter der gewöhnlichsten Voraussetzung, wo 
die Gleichung der Fläche entwickelt werden kann, wie wir 
annahmen. 

Wenn die Indicatrix von der Gattung der Parabel ist, so 
giebt es nur eine Richtung, für welche die Krümmung Null, 
oder der Radius unendlich wird; nämlich diejenige der Axe 
der Parabel. 

Diese Richtung ist die der kleinsten Krümmung; die 
grösste Krümmung ist in der darauf senkrechten Richtung. 

243. Die Krümmung der schiefen Schnitte führt sich auf 

Fig. 8. diejenige der Normalschnitte zurück. 
In der That, es sei HK der Durch- 
schnitt der Ebene der Indicatrix 
mit einer Ebene, welche geht durch 
die Tangente in A an dem Nor- 
malschnitte BAC, und einen Win- 
kel & mit der Ebene dieses Schnittes 
macht. Da die Sehne HK parallel 
ist zu der in A geführten gemein- 
schaftlichen Tangente, so theilt die 
aus A auf KH gefällte Senkrechte 
AP diese Linie in zwei Theile, die 
man als gleich betrachtet, weil sie 
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sich nur um ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung unter- 
scheiden; OP ist senkrecht zu HK, und von der zweiten 

OP 
Ordnung wie AO, weil 04 
Längen BC, HK als gleich betrachten; und der Krüm- 


mungsradius des Schnittes HAK, welcher zum Werthe hat 
—— 2 


= tange. Man kann daher die 


BER: ; SP 3 ie ik 

Jap t gleich mit rst er ist also gleich demjenigen des 
Normalschnittes B A C multiplieirt mit F oder cose. Woraus 
man den von Meunier herrührenden wichtigen Satz folgert, 
dass der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes er- 
halten wird, indem man auf die Ebene dieses Schnit- 
tes projicirt den Krümmungsradius des Normalschnit- 
tes, welcher dieselbe Tangente hat. 


244. Die besondere Lage, welche wir den -Axen gaben, 
hat den Beweis der vorhergehenden Eigenschaften erleichtert; 
aber es ist nothwendig die Aufgabe für eine beliebige Lage 
der Axen zu behandeln, weil man die Hauptschnitte in irgend 
einem Punkte einer auf irgend welche rechtwinklige Axen be- 
zogenen Oberfläche kann zu bestimmen haben. 

Es seien g’, y’, 2’ die Coordinaten irgend eines Punktes 
einer gegebenen Fläche, und «, ß, y die Winkel, welche eine 
Tangente an der Oberfläche in diesem Punkte mit den Axen 
bildet, so hat man cosy —=peos« + gcosß, weil die Glei- 
chung der Tangentialebene ist 2—2’ = p (@— «') + 4y—Y'), 
und weil die Differenzen æ — a’, y — y‘, 2 — 2’ proportional 
sind den Cosinus der Winkel, welche eine in dieser Ebene 
liegende Gerade mit den Axen macht. Substituirt man cos y 


seinen Werth V 1 — cos «2 — cosß?, so erhält man 
[e)) (1 + p°?) cos a? + 2 pq cos « cos ß s (1+9) Be Be]. 


Dies ist die Bedingung dafür, dass die Winkel «, ß irgend 
einer Tangente angehören. 

Ä Wenn man durch den Punkt (2°, y’, 2’) und durch einen 
anderen unendlich nahen Punkt, weicher auf einer Curve liegt, 
die zu dieser Tangente gehört, zwei zu dieser Curve nor- 
male Ebenen führt, so schneiden sie sich nach der Axe des 
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osculirenden Kreises dieser Curve, und die Gleichungen dieser 
Gerade sind 


(è — a) de + (y — y’) dy! (e — 2) de = 0, 

(æ — x’) d?a! + (y — y) d?y’ + (z — 2) de! — ds". 
Diese Linie, da sie in einer Normalebene der Oberfläche liegt, 
trifft die Normale, deren Gleichungen sind 


æ — æ + ple —:)=0, y— y +q — :)=0. 
Die Coordinaten x, y, x des Durchschnittspunktes werden ge- 
geben. durch die Gleichungen 


Ba T ig: P 


2 “ey m mo e eey 
indem man setzt 
d2? z! — pd? a’ — qd?y' = D dga. 


Man kann den Werth von D transformiren, indem man die 


Gleichung 
€ 


dz! — pda! + qdy' 
differentiirt, welches giebt 
d?r’ = pd?a' + gd2y' + rda + 2sda'dy' + tdy’?, 
und folglich E i 
I\?2 4 / RN S 
D= (35) MITEA SE pa - 
— r cos «? + 2s cosacosß + tcos B?. 


Man sieht hieraus, dass D dasselbe bleibt, wenn «œ und ß 
sich nicht ändern; folglich treffen die Axen der osculirenden 
Kreise aller schiefen Schnitte, deren Ebenen durch dieselbe 
Tangente gehen, die Normale in einem und demselben Punkt. 

Hieraus geht hervor, dass alle diese Schnitte ihre Krüm- 
mungsmittelpunkte auf einer Kreisperipherie haben, deren Ebene 
senkrecht ist zu ihrer gemeinschaftlichen Tangente, und deren 
Durchmesser die Linie ist, welche den Berührungspunkt ver- 
bindet mit dem festen Punkt, den wir eben auf der Normale ge- 
funden haben. Dieser Punkt ist also selbst der Krümmungsmit- 
telpunkt des Normalschnittes; und man sieht dass die Krüm- 
mungsradien aller Schnitte, welche dieselbe Tangente haben, 
die Projeetionen des Radius des Normalschnitts auf ihre respec- 
tiven Ebenen sind. 

Duhamel, Diff.- und Int.-Rechnung. II.) 2 18 
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Nach den Werthen, welche wir für die Coordinaten des 
Krümmungsmittelpunktes des Normalschnitts fanden, hat sein 
Krümmungsradius zum Ausdruck 


z:.vIFPyH 
= T) ` 
oder 
(2) a aa vi + \ 
~ Teosa? + 2scosa cosh + tcos p? 

245. Das auf die Aenderung von « und ß bezügliche 
Maximum oder Minimum von R entspricht dem Minimum 
oder dem Maximum des Nenners, und wird gegeben durch die 
Gleichung 

(r cosa + scos p) d.cosa — — (scosa + teosß)d.cosß; 
man eliminirt d.cosæ und d.cosß, indem man die Gleichung 
(1) differentüirt, welches giebt 

[a + p?) cosa + pgcos ß] d.cos è. 
— — [(1 + q?) eosß + pgcos«] d.cosß, 
und diese beiden Gleichungen durch einander dividirend, kommt 
(3) .- rcosæ +- scosß oia tcosß + scos a ; 
(1 + p?) cosa +- pgeosß — (1 + q2) cosß + pq cosa 
Die. Gleichungen (1), (2), (3) bestimmen die Werthe von «, 
ß, R, welche sich auf die Hauptschnitte beziehen. 

Um diese Rechnung bequemer auszuführen, multiplieirt 

man mit cos« Zähler und Nenner des ersten Gliedes der Glei- 


chung (3), und mit cosß Zähler und Nenner des zweiten Glie- 
des, und addirt die Zähler und Nenner; die resultirende 


Function, welche = ist, ist gleich jedem der Glieder der Glei- 


chung (3), welches giebt 


@ bie). (reosa + scos — D[(1 ER 
l tcos B + scose — D[(1 + q) cosh + pqcosa], 


oder 
(4) [D(1 + p2) — r]cos«a = (s — pq D) cosß, 
[D (1 + q3) — t] cosh = (s — pq D) cosa. 


Diese beiden Gleichungen mit einander multiplicirt geben 


PEE EDA H gy g o pe 
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Qp +g) D’— DIA +PIE HUHN r—2pge]+ri=e. 
Diese Gleichung liefert die beiden Werthe von D, welche sich 
auf die Hauptschnitte beziehen; und da man hat 


VIFEF? 
R= 


so ist die Gleichung, welche die Krümmungsradien dieser 
Schnitte giebt, 


6) Sr R—RVIFPFPLA+HPI HAFT 2pgs] 
l tatr tH =o. 
Die Werthe von « und ß endlich, werden durch die Gleichung 

(1) und eine der Gleichungen (4) bestimmt. 

246. Will man die besonderen Punkte der Oberfläche 
kennen, wo die Hauptschnitte und folglich alle Normalschnitte 
dieselbe Krümmung haben, so muss man ausdrücken, dass die 
beiden Wurzeln der Gleichung (5) gleich sind. Es scheint 
anfangs, dass die daraus resultirende Gleichung zwischen p, 
q, r, s, t in Verbindung mit jener der Oberfläche eine Linie 
bestimmen würde; aber es ist leicht zu sehen, dass die Gleich- 
heit dieser Wurzeln zu zwei Gleichungen führt. 

In der That, man kann die Bedingungsgleichung unter 
die Form bringen 


[a +t aH ale ® | 
4a Hpg) (u 1 — y Ha 


ihr kann aber offenbar nur genügt werden, indem man setzt 
r 
= md Qp A Hr =, 
welche a sich so TA lassen : 
6 FRE AA VA F 
9 1 IF Bi + q? 

Diese beiden Gleichungen, in dia mit jener der 
Oberfläche, bestimmen eine endliche Zahl von Punkten, 
welchen man den Namen Nabelpunkte gegeben hat. Man 
würde sie erhalten haben, indem man ausgedrückt hätte, dass 


die durch die Gleichungen (4) gegebenen Werthe von D 
18* 
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unabhängig sind von « und ß, wie dies sein muss, damit die 
Krümmung aller Normalschnitte dieselbe sei. 

247. Conjugirte Tangenten. — Wenn man auf einer 
Oberfläche irgend eine Curve zeichnet, und durch alle ihre 
Punkte Tangentialebenen an die Oberfläche legt, so bestim- 
men diese Ebenen durch ihre successiven Durchschnitte eine 
der ersten umgeschriebene abwickelbare Fläche. Ihre Kanten 
sind gegen die Berührungscurve nach einem merkwürdigen 
Gesetz geneigt, welches Dupin zuerst erkannt hat, und das 
wir mittheilen wollen. 

Die Aufgabe, welche wir uns vorlegen, ist also diese: 

Wenn der Berührungspunkt einer. Tangential- 
ebene an irgend einer Oberfläche sich nach einer 
gewissen Richtung verrückt, so soll man an der 
Grenze die Gerade finden, nach welcher diese Tan- 
gentialebene von der unendlich nahen Tangential- 
ebene geschnitten wird. Diese beiden Geraden sind Tan- 
genten an der Oberfläche, und Dupin hat ihnen den Namen 
eonjugirte Tangenten gegeben. 

Hierzu nehmen wir zum Anfang den Berührungspunkt 
der Oberfläche‘ mit der Tangentialebene, welche man betrach- 
tet, und nehmen in dieser die Axen der æ und y; wir wäh- 
len wie in Nr. 242 zu Richtungen dieser beiden Axen dieje- 
nigen, für welche das Rechteck xy nicht vorkommt in der 
Entwicklung non z nach den steigenden Potenzen dieser Va- 
riablen. Wir. haben dann für æ — 0, y — 0 die Bedingungen 

Bean d; Ed, 
Es seien x’, yf% 2‘ die unendlich kleinen Coordinaten des Be- 
rührungspunktes einer zweiten Tangentialebene; die Richtung, 
nach welcher der Berührungspunkt sich verrückt haben wird, 
macht mit der Axe der æ einen Winkel dessen Tangente "die 
i 
Grenze ist von a wenn =’, y’ gegen Null convergiren; wir 


t 


werden diese Grenze durch m bezeichnen. Die Gleichung der 
Tangentialebene im Punkte a y’ 2° ist 
| NR El)» 
und wenn man bemerkt dass man im Anfang. hat 
Ber Org re; rei; 
so folgt mit Rücksicht darauf dass æ, y/ unendlich klein sind, 
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| DS. 0 ee S 2 -1- g’ 
und die Gleichung der Ebene wird 
ræ’? ty’? 
z = ra'a + ty'y — aa we 
indem man z — 0 macht um den Durchschnitt mit der ersten 


Tangentialebene, welche die der v und y ist, zu haben, kommt, 
y’ durch ma’ ersetzend und durch æ’ dividirend, 


ra — tm 64m) = 0. 


Um die gesuchte Gerade zu haben, braucht man nur x — 0 
zu machen in dieser Gleichung, und es kommt 
(7) ‘ræ -+ tmy = 0 


als Gleichung der Tangente, welche conjugirt ist zu derjenigen, 
deren Richtung durch m bestimmt wird. Wenn man also 
durch m‘ die Tangente des Winkels bezeichnet, den‘ diese 
Gerade mit der Axe der x macht, so’ hat man _ 


daher 
mm! = ai 
Man sieht also, dass die Richtungen von irgend zwei 
conjugirten Tangenten diejenigen sind von zwei conjugirten 
Durchmessern des Kegelschnitts, der zur Gleichung hat 
ræ? 4 ty? = ec, 
wo c eine beliebige Constante bezeichnet. Diese Curve ist 
keine andere als die Indicatrix in dem Punkte, den man be- 
trachtet, und deren Gleichung wir in Nr. 242 gaben. Denn 
man bezeichnet mit dieser allgemeinen Benennung nicht allein 
den unendlich kleinen Schnitt, welcher in der Oberfläche durch 
eine zur Tangentialebene in unendlich kleiner Entfernung ‚pa- 
rallele Ebene gemacht wird, sondern auch jeden Kegelschnitt, 
der ähnlich ist mit demjenigen, welcher durch die Durch- 
schneidung dieser Ebene mit der Oberfläche gegeben wird. 
Der Winkel der conjugirten Tangenten ist ein rechter, 
wenn sie gerichtet sind nach den beiden rechtwinkligen con- 
jugirten Durchmessern der Indicatrix, und folglich nach den 
Richtungen der grössten und kleinsten Krümmung. 
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Wir beschränken uns auf diese fundamentale Eigenschaft 
der conjugirten Tangenten, wobei wir den Nutzen der Indica- 
trix in der allgemeinen Untersuchung der Flächen von einer 
neuen Seite kennen gelernt haben, und wir verweisen in Be- 
ziehung auf Weiteres auf die Memoiren von Dupin. 


Krümmungslinien. 


248. Wenn man durch alle Punkte einer auf einer Fläche 
verzeichneten Linie Normalen zu dieser Fläche führt, so liegen 
sie im Allgemeinen in verschiedenen Ebenen, und die kür- 
zeste Entfernung von zweien unter ihnen, welche unendlich 
nahen Punkten auf der Fläche entsprechen, ist ein unendlich 
Kleines derselben Ordnung wie die Entfernung dieser zwei 
Punkte und der Winkel dieser nämlichen Normalen. 

Aber man kann sich vornehmen die Linien zu bestimmen, 
welche man auf der Öberfläche zeichnen müsste, damit die 
kürzeste Entfernung der successiven Normalen nicht Null, aber 
unendlich klein wäre gegen die Entfernung der correspon- 
direnden Punkte der Fläche und den Winkel der beiden 
Normalen. Die Normalen werden sich dann in demselben 
Falle befinden wie die Tangenten an einer Curve doppelter 
Krümmung; und ihre Gesammtheit wird eine abwickelbare 
Fläche bilden. Es seien #, y‘, z' die Coordinaten irgend eines 
Punktes einer Fläche, die Gleichungen der Normale in diesem 
Punkte sind 

e—a + p(e—:) =0, y-yY+gl@—) = 0. 
Der Durchschnittspunkt dieser Linie und der Normale in dem 
unendlich nahen Punkt, dessen Coordinaten @' + da’, y! + dy’, 
2’ + dz’ sind, wird gegeben durch die Combination dieser 
zwei Gleichungen und ihrer Differentiale in Bezug auf s’, y’, 2°, 
welche sind 

— da! — pdz! + (rda! + sdy’) (z — 2") =, 

“dy! — gdz! + (tdy! + sda’) («— 2) = 0, 
oder, indem man dz’ ersetzt durch pda’ + gdıyy, 

&) (1 + pẹ) da’ + pgdy' = (rda! + sdy) (z— ?*), 
(1 + q3) dy' + pgda' = (tdy! + sda’) (z — 2’). 

Die Bedingung dafür, dass die beiden Normalen sich 

treffen, erhält man, indem man ausdrückt, dass 2— z2’ aus 
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diesen beiden Gleichungen denselben Werth erhält; man fin-. 
det so 
ee AEA + pady _ O + 9°) dy + pgda' 

rda' + sdy' tdy! + sda’ ö 
welche Gleichung dieselbe ist wie die Gleichung (3) und folg- 


lich für © die beiden Werthe giebt, welche sich beziehen 


auf die Tangenten der Normalschnitte der grössten und klein- 
sten Krümmung. Nur muss man wohl bemerken, dass die 
Gleichung (9) nicht ausdrückt, dass die beiden Normalen sich 
wirklich schneiden, weil man die Glieder der zweiten Ord- > 
nung vernachlässigt hat; dass man aber für x, y, z Werthe 
finden wird, welche den Gleichungen der ersten Normale ge- 
nügen und so sind, dass sie um Grössen von höherer Ordnung 
als der ersten vermehrt, der zweiten genügen würden. Sie 
drückt also aus, dass die kürzeste Entfernung der beiden Nor- 
malen ein unendlich Kleines von höherer als der ersten Ord- 
nung ist. 


Wenn man dyf zwischen den Gleichungen (8) eliminirt, so 


daæ' 
kommt 
(10) It PR), p—s- >?) i 
pe- — IFF-1C- 7) 


Diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen der 
Normale 

ee + ple — )=I, y =y tHe =)= 0 
bestimmt die Coordinaten «æ, y, 2 des Durchschnittspunktes der 
beiden unendlich nahen Normalen; und man erhält die Fläche, 
welche der Ort aller dieser Durchschnittspunkte ist, indem 
man x, y‘, a zwischen diesen drei Gleichungen und jener der 
gegebenen Oberfläche eliminirt. 

249. Die Gleichungen (8) unterscheiden sich ' von den 


Gleichungen (3 bis) nur durch, die Vertauschung von e 


mit z — z. Der Werth von (z — 2) V1 + p? + 4, oder 
der Theil der Normale zwischen dem Punkt der Oberfläche 
und dem Der mit der unendlich. nahen Nor- 


male, ist also gleich mit — V 1 + p? + q? oder mit R. So- 
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mit sind die Entfernungen des Punktes der Oberfläche von 
‚den Punkten, wo die unendlich nahen Normalen sich trefen, 
gleich den Radien der Hauptkrümmungen. Diese beden 
Durchschnittspunkte sind also nichts Anderes als die Mitel- 
punkte der Hauptkrümmungen. 

250. Dies vorausgesetzt, bestimmen wir die Curve, weiche 
in jedem ihrer Punkte die Eigenschaft besitzt Tangente an 
dem Hauptschnitte zu sein, und folglich so ist, dass die Nor- 
malen zur Oberfläche, welche durch zwei unendlich nahe, auf 
dieser Curve genommene Punkte gehen, sich treffen. Die Co- 
' ordinaten 4’, y’, 2° von irgend einem dieser Punkte genügen 
der Gleichung (9) und jener der Oberfläche; diese letzte giebt 2“ 
als Function von 4’, y^, und wenn man diesen Werth in der 
Gleichung (9) substituirt, so hat man eine Gleichung der ersten 


Ordnung zwischen 2’, y^, die vom zweiten Grade ist in Bezue 
fo) ’ y ’ o 
4 


auf w, man integrirt dieselbe und erhält zwei endliche Glei- 


chungen, von denen jede eine willkürliche Constante entkält, 
welche man bestimmt, indem man ausdrückt, dass jeder dieser 
zwei Gleichungen zwischen « und y’ genügt wird durch die 
Coordinaten des Punktes der Oberfläche, durch welchen die 
Curven gehen sollen. 

Auf diese Weise bestimmt man die Gleichungen dieser 
merkwürdigen Linien, welchen man den Namen Krüm- 
mungslinien gegeben hat. 

251. Suchen wir jetzt die Gleichung der abwickelbaren 
Fläche, welche der Ort der Normalen zu der gegebenen Fläche 
ist, die durch alle Punkte einer ihrer Krümmungslinien ge- 
führt sind. 

Die Gleichungen irgend einer dieser Normalen sind 

a — a +p@— 2)=0, y ~y F ql — 2) 10, 
und die Coordinaten a’, y’, 2' müssen der Gleichung der ge- 
gebenen Fläche genügen und dem Integrale der Gleichung (9). 
Wenn man also w’, y’, 2’ zwischen diesen vier Gleichungen 
eliminirt, so wird die Endgleichung zwischen x, y, x die- 
jenige. der gesuchten Fläche sein. 

Die beiden Oberflächen, welche so für die zwei durch 
denselben Punkt gehenden Krümmungslinien erhalten. werden, 
schneiden sich unter einem rechten Winkel; und allgemein 
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schneiden alle diejenigen, welche sich auf eines der Systeme 
der Krümmungslinien beziehen, unter einem rechten Winkel 
alle diejenigen, welche sich auf das andere System beziehen. 

252. Wenn man endlich den Ort der Durchschnittspunkte 
der consecutiven Normalen oder die Rückkehrkante der Fläche, 
welche der Ort dieser Normalen ist, kennen will, so muss 
man aus der Gleichung (10) x‘, y/, 2’ eliminiren vermöge der 
zwei Gleichungen der Normale und jener der gegebenen Fläche; 
man erhält so eine zweite Gleichung zwischen æ, y,z, welche 
in Verbindung mit jener der abwickelbaren Fläche die Rück- 
kehrkante bestimmt, welche der Krümmungslinie entspricht, 
die man betrachtet. 

Dieser zweiten Gleichung, da sie unabhängig ist von der 
Krümmungslinie, wird genügt durch die Rückkehrkanten, 
welche sich auf alle Krümmungslinien der gegebenen Ober- 
fläche beziehen; sie repräsentirt also den Ort dieser Kanten, 
oder den Ort aller Durchschnittspunkte der consecutiven Nor- 
malen der gegebenen Oberfläche. 

253. Die Durchschnittspunkte der conseceutiven Normalen 
sind, wie wir sagten, die Mittelpunkte der osculirenden Kreise 
der Hauptschnitte: aber man muss sich wohl hüten zu glauben, 
dass sie die Mittelpunkte der osculirenden Kreise der Krüm- 
mungslinien seien; denn die Normalen, welche durch sie ge- 
hen, sind Tangenten an einer und derselben Curve, welche 
Eigenschaft niemals den Normalen zukommt, welche durch die 
Krümmungsmittelpunkte einer nicht ebenen Curve gehen. Aber 
im Allgemeinen sind die Krümmungslinien nicht eben; und 
sie könnten es sogar sein, ohne dass ihre osculirenden Kreise 
mit denen der Hauptschnitte zusammenfielen: man sieht davon 
ein sehr einfaches Beispiel in den Parallelkreisen einer Rota- 
tionsfläche. Es wird noch erfordert, -dass ihre osculirenden 
Ebenen normal seien, und dass folglich die Krümmungslinien 
die kürzesten Linien auf der Oberfläche seien. 


Anwendung auf das elliptische Paraboloid. 


254. Es seien 24, 2b die Parameter der Hauptparabeln 
eines Paraboloids, dessen Axe in der Richtung der positiven z 
liegt; die Gleichung dieser Fläche ist 
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A I S 
und man hat 
a AA a NEE A 


Die Gleichung (9), welche den beiden Krümmungslinien 


angehört, wird somit, indem man T = A, a (a— b) =B setzt, 
dy\? d 
Azy (32) + (02 — Ay? + Br — sy =Q. 


` Diese Gleichung differentiirend, erhält man 


(Ay + Ay +8) S+ +14(2 +Hled-r)= 0. 


Zieht man aus der vorhergehenden den Werth von «2 — Ay? + B, 
und setzt ihn in die letzte, so Eri man ` 


da 
oga +i egi) = 
Durch æy L dividirend, wird diese 
d2y | 
PER 
ER a Ta 
dæ J 


Da die drei Glieder vollständige Ableitungen sind, so hat man 
integrirend 

1 dy iH dy 

l Cis +l.y— l.v = 0, oder T7 


& 


C 


woraus man, neuerdings integrirend, findet 
y? = (a? + C. 
Diese Gleichung mit zwei willkürlichen Constanten ist das 
Integral- der Gleichung zweiter Ordnung, und muss als be- 
sonderen Fall das der vorgelegten enthalten. Indem man die- 
sen Werth von y in der Gleichung erster Ordnung substituirt, 
findet man zwischen C und C’ eine Bedingung, welche diese 
beiden Constanten auf eine reducirt. Diese Bedingung ist 
c = BC 
1+4 
mungslinie des Paraboloids ist 


g 9 dass die allgemeine Gleichung der Krüm- 
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BC 
y? = Cæ? + aA 
oder, indem man A und B ihre Werthe substituirt, 
ba(a—b)C 
y? = C a2 + i e . 
Diese Curven projieiren sich also auf die Ebene der æ und y 
in Hyperbeln oder Ellipsen, je nachdem C positiv oder ne- 
gativ ist. 

Der Werth dieger Constante ist bestimmt, wenn man die 
Coordinaten des Punktes x‘, y’ der Oberfläche giebt, durch 
welchen die Krümmungslinie gehen soll: man. hat dann die 
Gleichung 


ba(a—b)C 
Era EERE E 


oder 

ag’? C2 + [ba — ay’? + ab (a — b)] C— by”? = 0; 
woraus man für C ungleiche reelle Werthe zieht, einen posi- 
tiven und einen negativen, welche wir durch & und — ß be- 
zeichnen werden. Die beiden Krümmungslinien, welche sich 
in dem gegebenen Punkte kreuzen, haben also zu Gleichungen 

ab (a—b)« 
LE N in A 
und 
„ , ab(a—b) 
y? m Ba? -} an 

Wenn man a > b voraussetzt, so ist die in der Ebene 
der æ und z liegende Parabel diejenige, welche den grössten 
Parameter hat. Die Hyperbeln, nach welchen sich die Krüm- 
mungslinien projiciren, haben dann ihre reelle Axe in der 
FEN i e ab (a — b)a , 
Richtung der Axe der y, und ihre Länge ist aa; Serra 
sie wird am grössten für « = &, wo ihr Werth Vb(a— b) 
ist; die Hyperbeln reduciren sich dann auf die Axe der y. 
Man sieht daher, dass indem man auf der Axe der y zu beiden 
Seiten des Anfangs Längen gleich Vb(a— b) abträgt, man 
die Grenzen hat, zwischen welche die Scheitel der Hyperbeln 
fallen, welche die Projectionen von einem der Systeme der 
Krümmungslinien sind. 
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Die Gleichung, welche die Projeetionen der Linien’ des 
anderen Systems repräsentirt, giebt immer reelle Ellipsen, weil 


nfan aß — b œ> 0, oder ß Se hat, In der That, wenn man 


TE dem C substituirt in der Gleichung, welche diese Con- 


stante bestimmt, so findet man ein negatives Resultat; und da 
sie nur eine negative Wurzel hat, so ist diese Wurzel nu- 


3 ji b ; (sb 
merisch grösser als 7; somit hat man 8 > q? was auch #4, y! 
C t 


seien, und die Gleichung giebt nur reelle Ellipsen. 
ab (a — b) 


Die Halbaxe der x ist gleich mit y 3a 


Halbaxe der y mit \ Seo, Der kleinste Werth die- 


ser letzten entspricht 6 — œ, und ist V b(a — b); er giebt die- 
selben Punkte, welche wir schon für die obere Grenze der 
reellen Axen der Hyperbeln fanden. In diesem Falle fällt die 
Ellipse mit einem Theile der Axe der y zusammen. 


, und die 


Wenn man a’ — 0 hat, so wird ein Werth von C un- 
endlich; der andere ist positiv, wenn man hat y’ < V b(a — b), 
und negativ im entgegengesetzten Fall. Im ersten. Falle sind 
die beiden Krümmungslinien eine Hyperbel und die Axe der 
y; im zweiten Falle bestehen sie aus einer Ellipse und der 
Axe der y. 

Wenn y’ — 0, so ist ein Werth von C Null, und der 
andere negativ. Die Krümmungslinien sind dann eine Ellipse 
und die Axe der «. 


255. Die Gleichungen, welche die Nabelpunkte bestim- 
men, werden in dem Falle, womit wir uns beschäftigen, 
y=0, ag +b) = bie + a); 


was die beiden Systeme giebt 


æ = 0, y= + Vb(a— b), wd y= 0, x = V a(b — a). 


Man sieht, dass nur eines reelle Coordinaten giebt; und 
im gegenwärtigen Falle ist es das erste, weil wir « > b vor- 
ausgesetzt haben. Es giebt also zwei Nabelpunkte in dem 
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elliptischen Paraboloid; sie liegen auf der Hauptparabel, welche 
den kleinsten Parameter hat, und sind keine anderen als die 
beiden Punkte, welche wir schon als Grenzen der Scheitel der 
Krümmungslinien erkannten. 3 

256. Ist das Paraboloid eine Rotationsfläche, so fallen 
die Nabelpunkte mit dem Scheitel zusammen. Die beiden 


Werthe von C werden ZI und — 1; und die Gleichungen 


+12 


der Krümmungslinien sind 
y? 
2 2 2 — c; 
yamr® und y? +2 = c; 


die erste repräsentirt alle durch ‘die Rotationsaxe gehenden 
Ebenen, und die zweite Cylinder, welche zur Basis auf der 
Ebene æy Kreise von willkürlichem Radius haben, deren Mit- 
telpunkt im Scheitel liegt. Die Krümmungslinien sind also die 
Meridiane und die Parallelkreise, wie dies in allen Rötations- 
flächen stattfindet. Was den Ort der Krümmungsmittelpunkte 
betrifft, so besteht er offenbar aus der Rotationsaxe und aus 
der Oberfläche, welche ‘dureh die Rotation der Evolute der 
Meridiancurve um dieselbe Axe erzeugt wird. 


Neue Theorie der Krümmung der Flächen. 


257. Um eine genaue Vorstellung von der Gestalt einer 
Fläche in der Nähe irgend eines ihrer Punkte zu haben, ge- 
nügt es nicht die Gestalt der Schnitte zu kennen, welche 
durch Ebenen gemacht werden, die durch die Normale in die- 
sem Punkt gehen, obgleich diese Curven alle Punkte der 
Fläche bestimmen. Es ist noch nothwendig das Gesetz zu 
kennen, nach welchem die Richtung der Fläche selbst oder 
ihrer Tiangentialebene variirt, wenn man in irgend einer die- 
ser Curven weiter geht, oder wenn man von einer zur anderen 
übergeht. Die Krümmung der Normalschnitte , aus welcher übri- 
gens die der schiefen Schnitte sich ergiebt, genügt also nicht, 
um in der Nähe eines Punktes eine gründliche Kenntniss von 
der Gestalt der Fläche zu geben. Sie lässt nur das Gesetz 
der Biegung der auf dieser Fläche verzeichneten Curven er- 
kennen, und nicht das Biegungsgesetz der Fläche selbst. 
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‘Die sinnreiche Theorie der conjugirten Tangenten genügt 
auch nicht zur Erreichung dieses Zwecks; denn, obgkich die 
gegenseitige Abhängigkeit der Richtungen dieser zwei Tangen- 
ten mit der Gestalt der Fläche innig verbunden ist, so ver- 
mag sie doch nicht eine genaue Vorstellung derselben zu ge- 
ben, weil sie eine sehr entfernte Folge davon ist. 

Man sieht also, was noch in der Untersuchung fehlt, 
welche wir bisher über die Gestalt der Flächen gemacht haben. 
Wir werden sie durch eine neue Betrachtung vervollständigen, 
die man Bertrand verdankt. Aus seinem Memoire haben 
wir die verschiedenen Sätze gezogen, welche wir auseinander- 
setzen wollen, und welche wirklich eine neue Theorie der 
Krümmung der Flächen constituiren. 

258. Es sei A irgend ein Punkt einer Fläche, und AZ 
die Normale. Legen wir durch AZ Ebenen in allen Rich- 

Fig. 9. tungen, und nehmen 
wir auf. jeder Durch- 
schnittscurve dieser 
Ebenen und der Ober- 
fläche, von Aan, eine 
unendlich kleine Länge 
AM =£; diese Länge, 
getheilt durch den 
Winkel der extremen 
Tangenten, giebt den 

Krümmungsradius 
dieser Curve im Punk- 
te A. 

Es sei jetzt MN 
die Normale zur Ober- 
fläche in M. Ihre Richtung wird bestimmt durch die Winkel, 
welche sie mit drei rechtwinkligen Axen macht, z. B. mit der 
Normale AZ und zwei unter einem rechten Winkel in der in 
A tangirenden Ebene geführten Geraden A X, A Y. "Um ein- 
fachere Ausdrücke für die Cosinus der gesuchten Winkel zu 
erhalten, wählen wir für die Axen AX, AY die beiden Rich- 


Er 


im Anfang Null ist. Dieses System 


tungen, für welche TEF 


ist im Allgemeinen nur eines; man 'erhält es, indem man das 
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Rechteck gy verschwinden macht ‘aus der Entwicklung des 
Werthes von : nach den steigenden Potenzen von x und y. 
Die Discussion ist dieselbe wie jene, welche man in der Theorie 
. der Curyen zweiten Grades macht; und wenn nach dem Ver- 
schwinden des æy enthaltenden Gliedes die Coöfficienten von 
æ2 und y? gleich wären, so würde jedem System rechtwink- 
liger Axen die Eigenschaft zukommen das nämliche Glied ver- 
schwinden zu machen. Dies vorausgesetzt, machen wir all- 
gemein 

dz dz d?z diaa diz 

Fi ak Se bn dy 
man hat im Anfang 

De IP s= 0. 

Wenn man jetzt durch X, Y, Z die Winkel bezeichnet, welche 
die Normale in irgend einem Punkt der Oberfläche mit den 
Axen macht, so hat man bekanntlich 


== 1% 


cos X c Ap, oeY=Ag, oZ=—A, 
wo der Werth von A ist 
: 


Viete 
und das doppelte Zeichen sich auf die beiden Richtungen der 
Normale bezieht. 

Wenden wir diese Formeln an auf den Punkt M, und be- 
zeichnen wir durch æ den Winkel, welchen die Spur AU der 
Schnittebene auf der tangirenden Ebene mit ZAX macht; 
die drei Coordinaten x, y, z des Punktes M sind respective, 
mit Vernachlässigung der unendlich Kleinen zweiter Ordnung 
cosa, ssin«,0. Um die Werthe von 4p, åq, — å im Punkte 
M zu finden, braucht man nur zu ihren Werthen in A die 
Incremente zu addiren, welche diese durch die unendlich klei- 
nen Aenderungen der Coordinaten erleiden, wenn man vom 
Anfang A auf den Punkt M übergeht. Aber im Punkte A 
hat man 

BO a ae 
ei as URN Bee 

indem maı das obere Zeichen der Wurzel wählt. Man hat 
also im Pınkte M 


(1) X — erosa, cos Y = etsin; coZ7=—1], 
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wo die Werthe von r und ? sich auf den Anfang beziehen 
Dies sind die sehr einfachen Formeln, welche die Richtung 
irgend ‘einer, der ersten unendlich nahen Normale bestimmen 
Sie bilden die Basis der Theorie, welche wir auseinander: 
setzen wollen. 

259. Wir sagten, was man kennen müsse, sei da: 
Gesetz, nach welchem die Richtung der Normale zur Ober- 
fläche in der Nähe des Punktes A variirt. Dahin wird man 
aber gelangen, indem man vermöge «æ und € ausdrückt: 1. den 
Winkel, welchen die Projection der Normale MN auf die 
Schnittebene mit AZ macht; 2. den Winkel von MN mit 
seiner Projection, d.h. mit der Ebene AZ M. Man kann be- 
merken, dass die erste dieser beiden Winkelcoordinaten die 
Krümmung des Normalschnittse AZM bestimmt. Betrachten 
wir zunächst den ersten dieser beiden Winkel: er ist das 
Complement desjenigen, welchen MP mit AU bildet; und, in- 
dem man immer die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung 
vernachlässigt, ist dieser letzte derselbe wie der von MN mit 
AU, weil die Ebene des unendlich kleinen Winkels N MP 
senkrecht ist zur Ebene ZAU, und seine Schenkel endliche 
Winkel mit AU machen. Aber nach den Formeln (1) hat der 

Cosinus des Winkels von MN mit AU, welcher gleich ist mit 

cos X c0s& -+ cos Ysin@, 
zum Werthe 
& (recos? —- tsin a2). 

Dies ist der‘ Sinus des Contingenzwinkel des Schnittes, oder 
dieser Winkel selbst. Indem man ihn durch den Bogen & 
theilt, hat man die Krümmung, welche wir durch v bezeichnen 
werden; was die Formel giebt . 
(2) v = reos? + tsina?. 

260. Gehen wir jetzt über zu dem zweiten Winkel NM P. 
Er ist offenbar das Complement desjenigen, welchen MN mit 
der Senkrechte auf der Ebene ZAU macht. Nehmen wir 
die Richtung dieser Senkrechte in dem Sinne, wo sie mit AX 


den Winkel œ + £ bildet, und suchen wig den positiven oder 


negativen Cosinus des Winkels, welchen sie mit MN macht: 
dieser wird der Sinus von NMP oder dieser Winkel selbst 
sein, der als positiv betrachtet wird, wenn die Normale MN 
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auf derselben Seite von ZAU liegt wie die unter dem Winkel 


« + 5 geführte Gerade, und als negativ wenn sie auf der 


entgegengesetzten Seite liegt. 
Der Ausdruck dieses Cosinus ist 


cos X cos (« + J) -+ cos Y cosa, 


oder 
e(t — r)sinæ cos &, 
oder auch 
ehe 
rät don. 
Wenn wir also u © den positiven oder negativen 


Winkel NMP bezeichnen, so haben wir 
(3) o= 2 e(t—r)sin2a. 


Die Formeln (2) und (3) geben den Ausdruck der beiden 
Grössen, welche wir bestimmen wollten; wir werden nur die 
hauptsächlichsten Folgerungen daraus entwickeln. 

261. Folgerungen aus der Formel (3). — Wenn 
wir € constant voraussetzen, so varlirt der Winkel œ propor- 
tional mit dem Sinus des doppelten Winkels œ; woraus so- 


gleich hervorgeht, dass er Null ist für die vier besonderen 
Werthe 


«=0, cv, tet, € = = 


d. h. wenn der Punkt M sich nach einer der beiden Richtun- 
gen AX, AY verrückt. 

Man sieht ferner, dass der Winkel œ für keine andere 
Richtung Null werden kann, wenn nicht ł¢ — r, in welchem 
Falle er für jede Richtung Null ist. 

Wir erhalten somit diese bemerkenswerthe Eigenschaft: 

In jedem Punkt einer beliebigen Oberfläche 
giebt es immer zwei solche rechtwinklige Richtun- 
gen, dass die Normalen zur Oberfläche, welche 
durch die dem ersten unendlich nahen Punkte in 
irgend einer dieser beiden Richtungen geführt wer- 
den, in der nach dieser Richtung geführten Normal- 
ebene liegen; sie liegen also gege in einer Ebene, 

Duhamel, Diff,- und Int.-lechnung. IT. '19 


www.rcin.org.pl 


— 20 — 


welche die erste Normale enthält, und treffen folglich 
diese.. Wenn es mehr als zweiRichtungen giebt, welche 
diese Eigenschaft besitzen, so besitzen alle anderen 
dieselbe. i 

Wir geben diesen beiden bemerkenswerthen Richtungen 
den Namen Hauptrichtungen. ‚Man darf nicht vergessen, 
dass wir die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernach- 
lässigt haben. Man muss also bemerken, dass die Normalen, 
welche geführt werden dürch unendlich nahe Punkte in diesen 
Richtungen, sich recht gut in der That nicht treffen können, 
dass aber ihre kürzeste Entfernung, wenn sie nicht Null ist, 
nur unendlich klein von höherer als der ersten Ordnung sein 
. kann. 

Man hat. den auf einer Oberfläche verzeichneten Curven, 
welche in jedem ihrer Punkte eine Richtung haben, welche die 
eben erkannte Eigenschaft besitzt, den Namen Krümmungs- 
linien gegeben. Offenbar kann man deren zwei durch irgend 
einen Punkt der Fläche führen. 


262. Die Formel (3) führt zu einem allgemeinen Satze, 
den wir mittheilen wollen, und woraus wir den vorhergehenden 
hätten folgern. können; aber dieser bot sich so natürlich dar, 
dass wir geglaubt haben, ihn unmittelbar hervorheben zu müs- 
sen. Wenn wir die beiden Richtungen betrachten, welche be- 


stimmt werden durch die Winkel œ und « + Y wo « irgend 


einen Werth hat, so sind die beiden Werthe von œ gleich und 
haben verschiedene Zeichen; also können wir, indem wir Rück- 
sicht nehmen auf den Sinn, in welchem der Winkel œ aufzu- 
tragen ist, je nachdem er positiv oder negativ ist, den folgen- 
den Satz aussprechen: 


Wenn wir in irgend einem Punkt einer Fläche 
zwei rechtwinklige Richtungen betrachten, auf diesen 
zwei gleiche unendlich kleine Längen nehmen, und 
durch ihre Endpunkte Normalen zur Oberfläche füh- 
ren, so machen diese Normalen respective gleiche 
Winkel mit den Ebenen, welche geführt sind durch 
die Normale in dem ersten Punkt und jede der beiden 
Richtungen; und ferner liegen sie beide indem Flä 
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chenwi’nkel, den: diese beiden Ebenen bilden, oder 
beide ausserhalb. 

Diese von Bertrand entdeckte Eigenschaft enthält offen- 
bar die vorige, wie er gezeigt hat. In der That, weil der 
Sinn in welchem man den Winkel œ tragen muss sich ändert, 
wenn man von einer Richtung zu der auf ihr senkrechten über- 
. geht, so giebt es nothwendig eine Zwischenrichtung, für welche 
der Winkel œ Null ist. Also ist er auch Null für die auf 
dieser senkrechte Richtung, und man kommt so auf den e 
Satz zurück. 

263. Folgerungen aus der Formel (2). — Betraciiten 
wir irgend zwei senkrechte Richtungen, welche den Winkeln « 


x ieh ; 
und œ + z entsprechen. Durch v, v’ die Krümmungen dieser 


beiden Normalschnitte bezeichnend, haben wir + 
v — recos? + tsina?, 

; v! — rsin a? + tcosa?; 

daher 


v+ =r+t. 

Man kommt also zu diesem merkwürdigen Satze: 

In jeder Oberfläche ist die Summe der Krümmun- 
gen der beiden Normalschnitte, welche durch irgend 
zwei rechtwinklige Ebenen gemacht werden, constant. 

Diese Summe ist also diejenige, welche sich bezieht auf 
die beiden durch die Hauptrichtungen in diesem Punkt gehen- 
den Schnitte, weil diese Richtungen rechtwinklig sind. Die 
Werthe von v, welche sich darauf beziehen, werden erhalten, 


indem man dem «œ successive die Werthe 0 und 3 giebt; sie 


sind also r und t. 

Man kann bemerken , dass°der Ausdruck von v, ka 
durch die Formel (2) gegeben wird, derselbe bleibt, wenn 
man œ in 2x — « verwandelt. Woraus man schliesst, dass 
für zwei Normalebenen, welche symmetrisch sind in Bezug auf 
irgend eine von denjenigen, welche durch die Hanptrichiotpon 
gehen, die Krümmung der Schnitte dieselbe ist. 

Man kann noch eine andere Bemerkung machen, die nicht 
ohne Interesse ist. Wenn man den Winkelraum um irgend 

19* 
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einen Punkt einer Oberfläche in gleiche unendlich kleine Theile 
theilt, und Ebenen führt durch diese Theilungslinien und die 
Normale, so ist das Mittel aus den Krümmungen aller dieser 
Schnitte die halbe Summe der Hauptkrümmungen, d h. 
der Krümmungen der Hauptschnitte. Denn man kann alle 
diese Schnitte in Paare von zwei Schnitten theilen, deren 
Ebenen zu einander senkrecht sind; und da in jedem Paar 
die Summe der Krümmungen gleich der Summe der Haupt- 
krümmungen ist, so wird das allgemeine Mittel die Hälfte 
dieser Summe sein. Endlich ist diese mittlere Krümmung keine 
- andere als die des gleich entfernten Schnittes von den beiden 


Hauptschnitten. Denn, indem man « — 7 macht, findet man 


=H. 


264. Sih die RN r und ? von ER Zei- 
chen sind, in welchem Falle man sie positiv voraussetzen kann, 
weil dies dann nur von dem Sinne abhängt, in welchem man z ` 
positiv nimmt, so ist leicht zu sehen, dass ein Maximum und ein 
Minimum für die Krümmung der Normalschnitte existirt. In 
der That, man kann den Werth von v so schreiben: 

v = r (t — r) sino, 
iit man erkennt unmittelbar, dass wenn {— r> 0, der 
kleinste Werth von v mit œ — 0 correspondirt, und sein gröss- 


ter mit & — T3 diese Werthe sind r und {. Das Umgekehrte 


findet statt, wenn 2 — r < 0; woraus man den Satz schliesst: 

Von allen Normalschnitten, welche in demselben 
Punkt einer Oberfläche gemacht werden, bieten die- 
jenigen, welche durch die Hauptrichtungen in diesem 
Punkt gehen, das Maximum und Minimum der Krüm- 
mung dar. 

Wir geben diesen heidan besonderen Schnitten den Namen 
Hauptschnitte. 

265. Nehmen wir jetzt an, dass r und t verschiedene 
Zeichen haben, und dass z. B. r positiv ei. Von œ — 0 an, 
welches v — r giebt, geht v abnehmend bis zu 0, was mit 


tanga? = — A correspondirt. Es wird danuf negativ, welches 
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zeigt, wie wir dies bemerkt haben, dass der Krümmungsmittel- 
punkt auf die andere Seite der Tangentialebene übergeht. Für 


mon. 
«= 7 nimmt v den Werth t an. Nachher geht es sym- 


metrisch durch dieselben Werthe in den drei anderen rech- 
ten Winkeln hindurch. Man findet somit die schon durch 
andere Betrachtungen erhaltenen Resultate wieder. Ebenso 
würde es sein in dem Falle, wo einer der Co&fficienten r, t 
Null wäre. 


Theorem von Dupin über die orthogonalen Flächen. 


Dieses Theorem sagt: Wenn drei continuirliche 
Reihen von Flächen sich gegenseitig schneiden, 
und in solcher Weise, dass sie in jedem Durch- 
schnittspunkte rechtwinklig zu einander sind, so 
bilden ihre Durchschnittslinien für jede Ober- 
fläche die Krümmungslinien. 


Bertrand hat aus seinem fundamentalen Satze einen 
sehr einfachen Beweis dieses Satzes abgeleitet. In der That, 
Fig. 10. betrachten wir drei 

Reihen orthogonaler 
Flächen, und es seien 
in einem Punkte A 
AX, AY, AZ die 
Tangenten an den 
Durchschnittscurven 
der Flächen, welche 
respective in diesem 
Punkt den drei Rei- 
hen angehören, die 
wir betrachten. Neh- 
men wir auf diesen 
Curven die Punkte 
M, N, P in gleichen 
unendlich kleinen 
. Entfernungen von 
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dem Punkt A. In jedem dieser Punkte sind die Normalen der 
beiden durch ihn gehenden Flächen zu einander senkrecht. Es 
seien «, ß, y und a’, ß‘, y‘ die Winkel, welche respective 
mit den Axen AX, AY, AZ die beiden Normalen Mm, Um’ 


machen, so hat man 

cos œ cosa’ + cosh cosh! + cosy cosy’ = 0. 
Aber « und «’ unterscheiden sich unendlich wenig von einem 
rechten Winkel, und ß, y^ sind unendlich klein: also wird 
diese Gleichung mit Vernachlässigung der unendlich Kleinen 
zweiter Ordnung 
(a) ; cos B’ + cosy = 0. 
Es seien ebenso œr, i, yı und œ^, $4, y’ı die respective 
mit den Normalen Nn, Nn’ correspondirenden Winkel, und 
endlich «&, P2, Y2, &'s, B'2, P'o diejenigen, welche den Nor- 
malen Pp, Pp‘ entsprechen: man hat in gleicher Weise 
(b) cos y'i + cos a, — 0, 
(e) cos &y + còs Ba = 0. 
Diese drei Gleichungen a, b, e resultiren daraus, dass die 
drei Flächen in allen Punkten ihrer respectiven Durchschnitte 
rechtwinklig sind. Nach dem Satze von Bertrand in Nr. 262 
über die Normalen einer und derselben Fläche hat man aber 
die drei folgenden Gleichungen, deren erste sich auf die Fläche 
bezieht, welche AX zur Normale hat, während die zweite sich 
auf diejenige bezieht, welche AY zur Normale hat, und end- 
lich die dritte auf diejenige, deren Normale AZ ist: 


(d) cos Pa = cos Yı, 
(er à : 608% = 008 a; j 
(f) cos a, — cos B’. 


Die Combination dieser Gleichungen mit den drei ersten führt 
leicht zu dem Beweise des Satzes, den wir im Auge haben. 
In der That, wenn wir in die ersten die Werthe von dreien 
der Cosinus, welche in den letzten vorkommen, einsetzen, z.B. 
von denjenigen, welche die ersten Glieder bilden, so kommt 

- cos ß’ + cosas — 0, cos y'i + cosp’ = 0, cosa’ + cos yı = 0. 
Die beiden ersten addirend und die dritte abziehend, erhält 
man 
2cosß"— 0, oder cos p= 0, 


www.rcin.org.pl 


— 29 — 


welche Gleichung unmittelbar fünf andere nach sich zieht; so 
dass man hat 

cos Bl —=0, cos y = 0, ccosa =, 

cos Ba = 0, cosyı 0, coso = O: 
Die erste drückt aus, dass die Normale Mm’ in der Ebene Z X 
liegt und folglich die Normale AZ trifft; woraus folgt, dass 
AM in der Richtung einer Krümmungslinie der Oberfläche, 
auf welcher AZ normal ist, liegt. Ebenso verhält es sich mit 
den anderen; so dass diese sechs Gleichungen zeigen, dass die 
drei Durchschnitte AM, AN, AP der vorgelegten Oberflächen 
auf jeder von ihnen in den Richtungen ihrer Krümmungslinien 
liegen. 

Da diese Eigenschaft in allen Punkten einer jeden der 
fraglichen Curven stattfindet, so ist sie nichts Anderes als 
eine Krümmungslinie ihrer Oberfläche. Man kann also das 
folgende Theorem aussprechen, welches das von Dupin ist: 


Wenn drei Reihen von Oberflächen sich orthogo- 
nal durchschneiden, so sind ihre Durchschnitte nichts 
Anderes als ihre respectiven Krümmungslinien. 

Und da es in den vorhergehenden Rechnungen nur auf 
die Betrachtung der drei Oberflächen ankam, welche durch 
den Punkt A gehen, so kann man das folgende Theorem aus- 
sprechen, dessen Folge das von Dupin ist: 

Wenn drei Oberflächen sich so schasiden: dass 
sie normal sind in allen Punkten, worin sie sich tref- 
fen, so sind die Durchschnittscurven auf jeder der 
drei Flächen Tangenten an den durch den gemein- 
schaftlichen Punkt dieser drei Flächen gehenden 
Krümmungslinien. ; | 


Allgemeine ‚Bemerkungen über die Systeme von 
Geraden, welche durch alle Punkte des Raums 
geführt sind. 


266. Die Eigenschaften, welche wir aus der Formel (3) 
in Beziehung auf die Normalen einer Fläche abgeleitet 
haben, sind charakteristisch; d. h. sie würden nicht stattfinden 
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in Beziehung auf ein System von Geraden, deren Lage für 
jeden Punkt des Raums bestimmt sein würde durch stetige 
Functionen der Coordinaten, welche aber nicht Normalen 
zu einer Reihe von Flächen wären. Nicht ebenso verhält es 
sich mit den aus der Formel (2) abgeleiteten Eigenschaften; 
sie charakterisiren nicht speciell die Normalen einer und der- 
selben Fläche. Wir wollen diese bemerkenswerthen Sätze be- 
weisen, welche sich ebenfalls in dem Memoire von Bertrand 
finden. 

Es seien X, Y, Z stetige Functionen der rechtwinkligen 
Coordinaten @, y; z irgend eines Punktes; sie bestimmen für 
diesen Punkt eine einzige Gerade, welche mit den Axen Win- 
kel macht, deren Cosinus c, c’, c” diesen Functionen propor- 
tional sind. Wenn man setzt 


X2: 4 Y? Z2 = D, 
und immer die Richtung betrachtet, welche dem Zeichen + 
dieser Wurzel entspricht, so haben diese Cosinus zu Werthen 


X d £ RE 
(1) nt E ee l T T. 


Es sei jetzt M irgend ein Punkt des Raumes mit den Coordi- 
naten x, Y, z; MN die durch die Gleichungen (1) bestimmte 

"Fig. 11 Richtung; MU, M V 
seien zwei Richtun- 
gen, welche rechte 
Winkel mit einander 
und mit MN bil- 
den; a, a’, a” und 
b, b’, b” die Cosi- 
nus der Winkel, 
welche sie respec- 
tive.mit den Axen 
machen. Nehmen 
wir auf diesen Rich- 
tungen zwei unend- 
lich kleine Längen 
MD = MD' = &, 
und führen wir in 


den Punkten‘ D, D' die Geraden DP, D’P", welche auch 
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durch die Gleichungen (1) vermöge der Coordinaten dieser 
respectiven Punkte bestimmt werden. 

Dies vorausgesetzt, wollen wir zunächst den zuerst ausge- 
sprochenen Satz beweisen, welcher darin besteht, dass die 
Linien DP, D’P’ nur dann gleiche Winkel mit den Ebenen 
NMD, NMD-‘ in dem angegebenen Sinne machen werden, 
wenn es möglich ist durch einen beliebigen Punkt des Raums 
eine Fläche zu legen, welche in jedem ihrer Punkte normal 
ist zu der durch die Formeln (1) bestimmten Gerade. Be- 
stimmen wir zuerst den Winkel œ, den DP mit der Ebene 
N MU macht, oder sein Complement, welches der Winkel von 
DP mit MV ist. Bemerken wir hierzu, dass die Coordinaten 
des Punktes D sind 


z-tas, ypas, z-+t as, 
und dass die Functionen c, ce, ¢ von æ, y, z respective für 
diesen Punkt werden 


de de de\ 

e Hefest ÀT te). 

) de! de’ de’ 
al. ei ai 4 

2) atelte tug) 


dz ’ 
de’! de de’ 
el 8 (a 2 FE ra FE 


Nach diesen Werthen der Cosinus der Winkel von DP mit 
den Axen hat der Cosinus des Winkels von DP mit MV, 
oder der Sinus des Winkels œ, oder endlich dieser Winkel 
selbst, weil er unendlich klein ist, folgenden Ausdruck, indem 
man bemerkt, das be + b'o + bo = 0, 


de de ‚de („8 ‚de „de\ 
Fr b(a Hig t” e) +s (eg, + ee) 


‘ atd di 
4 eb" (a a + u T + uf 5) . 


Es ist fast überflüssig zu bemerken, dass wenn man den Punkt 
D auf irgend einer MD tangirenden Curve nähme, der Werth 
von © keine Aenderung erleiden würde, weil wir die unend- 
lich Kleinen der zweiten Ordnung vernachlässigen. 

Wenn man jetzt den Winkel von .D’P’ mit der Ebene 
NMV haben will, der in demselben Sinne in Bezug auf 
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EA, pe 
diese Ebene genommen ist, so muss man in dem vorstehenden 
Ausdruck a, a‘, a” in b, b’, b” und b, b’, b" in —a. —a', 
— a” verwandeln. Nimmt man daher diesen Winkel in ent- 
gegengesetztem Sinn, was durch Aenderung der Zeichen ge- 
schieht, so hat man, indem man ihn durch œ’ bezeichnet, 


de’ de ,.,.de 

I aN rd ri ESN Wann, En 

© ca (07. +b ateate (a md ac Tz 
+ a0 (p Ett A 


Was wir suchen, ist die Bedingung H dass 0 — ©’, was 
auch die Richtung MU sei. Indem man aber die Differenz 
©’ — w bildet, und sich der bekannten Formeln erinnert 


ab’ — ba’ = HAr a” b — b” a = C, al b — b'a” — C, 


welche daraus resultiren, dass die drei Richtungen in M recht- 
winklig sind wie die Axen, findet man pona 


$ de de! de’ de! de 
(3) ae Grt- T Ne ($-— ml 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Gleich- 
heit der Winkel œ, œ ist also, dass das zweite Glied dieser 
Gleichung Null sei; und man bemerkt, dass, da es nur 
von Grössen abhängt, welche für denselben Punkt M 
constant sind, es, wenn es für eine gewisse für MU 
gewählte Richtung Null ist, für jede andere Null 
sein wird. Man kann aber in dieser Bedingungsgleichung 
den Grössen c, c’, c” die respectiven Grössen X, Y, Z, welche 
ihnen proportional sind, substituiren. Denn die Form dieser 
Gleichung lässt unmittelbar erkennen, dass die Einführung 
eines gemeinschaftlichen Factors der Grössen c, c, c”, der 
eine Function von x, y, z ist, nichts hervorbringt als Glieder, 
die sich zerstören, und einen gemeinschaftlichen Factor, den 
man unterdrücken kann. 

Somit ist die nothwendige und hinreichende analytische 
jony für die Gleichheit j Winkel œ, o 


A A 


Nun ist diese Bedingung BR jp der Integrabilität des 
Ausdrucks 
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Xdæ + Ydy + Zdz =0, 
und wenn sie erfüllt ist, so repräsentirt diese letztere Gleichung 
eine Reihe von Flächen, deren Normale in jedem Punkt mit 
den Axen Winkel macht, deren Cosinus proportional sind mit 
X, u. | 

Somit zieht die Gleichheit der Winkel œ, © in 
einem beliebigen Punkt M des Raums die Conse- 
quenz nach sich, dass man durch einen beliebi- 
gen Punkt eine solche Fläche legen kann, dass 
ihre Normalen mit den Geraden des in Rede stehen- 
den Systems zusammenfallen. 

Diese Eigenschaft, welche wir für irgend eine Oberfläche 
erkannt hatten, ist also charakteristisch; sie gehört nur 
den Normalen einer Fläche an: sie besteht für kein anderes 
System von Geraden. 

267. Da das zweite Glied der Gleichung (3) durchaus 
nicht von der besonderen Richtung von MU abhängt, so folgt 
dass die Differenz der Winkel ®, œ^, welche Null ist in dem 
Falle der Normalen einer und derselben Fläche, constant ist 
für einen und denselben Punkt, wenn man ein beliebiges 
System von Geraden betrachtet, die in jedem Punkt durch 
stetige Functionen von x, y, z bestimmt werden. Diese Be- 
merkung hat Sturm gemacht. 

268. Gehen wir jetzt über zu den Eigenschaften, welche 
resultiren aus der Vergleichung der Krümmungen der Nor- 
malschnitte, welche in einer Fläche durch Ebenen gemacht 
werden, die mit einander einen rechten Winkel bilden; und 
untersuchen wir, ob sie charakteristisch sind wie die vorigen, 
oder ob sie noch bestehen, wenn man statt der Normalen 
irgend ein stetiges System von geraden Linien betrachtet. In 
einer Fläche ist die Normale eines Schnittes nichts Anderes 
als die Projection der Normale der Fläche auf die Ebene 
dieses Schnittes, und die Krümmung des Schnittes ist das Ver- 
hältniss des Winkels zweier unendlich nahen Normalen zu dem 
zwischenliegenden Bogen. Wir wollen diese Betrachtung ver- 
allgemeinern für das System von Geraden, welche in jedem 
Punkt des Raumes durch die Functionen X, Y, Z bestimmt 
werden. Hierzu legen wir durch irgend eine MN dieser Ge- 
raden eine beliebige Ebene NMU, und projiciren auf diese 
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Ebene alle Geraden des Systems, welche sich auf ihre ver- 
schiedenen Punkte beziehen. Da ihre Richtungen bestimmt 
sind durch die Coordinaten eines jeden Punktes, die z. B. auf 
Axen in dieser Ebene bezogen sind, so wissen wir dass 
eine Reihe zu diesen Geraden normaler Curven existirt, weil 
eine Differentialgleichung zwischen zwei Variablen immer ein 
Integral hat; und wir wollen diejenige von diesen Curven 
betrachten, welche durch den Punkt M geht. Wenn das all- 
gemeine System der Geraden dasjenige der Normalen zu einer 
Reihe von Flächen wird, so ist diese Curve keine andere als 
der Schnitt der durch M gehenden Fläche mit der Ebene 
NMU. Dies vorausgesetzt, wird die Krümmung v der Curve, 
welche wir eben bestimmt haben, erhalten wie in dem Falle 
wo die Geraden zu einer und derselben Fläche normal sind. 
Man nimmt auf MU eine unendlich kleine Länge MD = €, 
man führt durch den Punkt D die Gerade DP. des in Rede 
stehenden Systems, und sucht den Cosinus des Winkels, wel- 
chen sie mit MU macht; er ist derselbe wie derjenige, welchen 
die Projection von DP auf NMU mit MU macht, und ist 
folglich der Sinus des Winkels dieser Projection mit NM oder 
dieser Winkel selbst. Indem man Gebrauch macht von den 
schon berechneten Formeln für die Richtung D P, und ausser- 
dem bemerkt dass 


ac +p ad Hate" = 0, 


hat man für den Cosinus des Winkels der beiden Richtungen 
MU, DP, oder für den Contingenzwinkel der Curve, um die 
es sich handelt: 


de’ 


4 Pie a de‘ INN 
sa(a tu te 7 = + sa’ Gr Dr ta a? 


de” die des! 
cea” | azea — —+ ua” ——)- 

Fee te te de 
Diesen Ausdruck durch e dividirend, würde man die gesuchte 
Krümmung v haben. Aber wenn man zur Vereinfachung der 
Rechnungen die Richtung MN zur Axe der z nimmt, so hat 
man a“ —= 0, und der Ausdruck- von v wird, indem man durch 
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a den Winkel bezeichnet, welchen MU mit der neuen Axe 
der x macht, 


de 
(4) v= T} cos œ? + -+ 7 T) sina cosa + 5 kag = m sinat, 


Diese Formel nun wird uns dieselben en zeigen, 
welche die Normalschnitte age Oberfläche darboten. In der 


That, wenn wir « in « +5 = Z verwandeln, so finden wir für die 


Krümmung v’, welche sich an die zu N MU senkrechte Ebene 
bezieht, 


de 
u — | + 2; 
(2) ] sin &2 7 d =) sin & cos & Cos Q 


daher 
de , de 
V + v = a, 4- dy s 
Dié Summe der Krümmungen, welche sich beziehen auf zwei 
zu einander senkrechte, durch MN gehende Ebenen ist also 
constant; woraus schon folgt, dass wenn die eine ein Maximum 
ist, die andere ein Minimum sein wird, und umgekehrt. Aber, 
da dies weder die Zahl noch die Lage der Ebenen anzeigt, 
welche sich auf diese Maxima oder Minima beziehen, sọ suchen 
wir allgemein die Werthe von œ, welche dem v dergleichen 
Werthe geben. Die gewöhnliche Regel führt zu der Gleichung 
/ 

sin 2 æ eL e — cos 2a +7); 
woraus hervorgeht, dass die Werthe von œ nur zwei zu ein- 
ander rechtwinklige Richtungen construiren, welche folglich 
die eine einem Maximum und die andere einem Minimum der 
Krümmung entsprechen. 
©- Man sieht also, dass die Eigenschaften , welche sich auf 
die Krümmung der Normalschnitte beziehen, nicht charakteri- 
stisch sind für die Flächen; denn sie finden sich wieder für 
jedes. System von Richtungen, welche in jedem Punkt durch 
beliebige stetige Functionen der Coordinaten bestimmt werden. 
Diese von Bertrand gemachte Unterscheidung zwischen den 
Eigenschaften, die allen Systemen zukommen, und denjenigen» 
welche nur den Normalen einer Reihe von Flächen zukommen, 
verdient eine besondere Aufmerksamkeit. 
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269. Wir beschliessen diese Untersuchung mit der Auf- 

Fig. 12. suchung der zu MN 
senkrechten Rich- 
tungen, nach wel- 
chen man gehen 
müsste, damit die 
unendlich nahen Ge- 
raden sich begegne- 
ten. Aus dem Vor- 
hergehenden wissen 
wir, dass es deren 
nicht zwei recht- 
winklige in jedem 
Punkt geben kann; 
denn dann würden 
die vorgelegten Ge- 
raden Normalen ei- 
ner und derselben Fläche sein; aber wir wissen nicht, ob es 
deren überhaupt giebt, und wie sie liegen werden. 

Es sei MU eine solche Richtung, dass die Gerade D P 
des Systems, welche durch den in unendlich kleiner Entfernung 
€ von M liegenden Punkt D geht, MN trifft, indem man 
immer die unendlich Kleinen der zweiten Ordnung vernach- 
lässigt. 

Es ist hierzu nothwendig und hinreichend, dass der durch 
die Formel in Nr. 266 ausgedrückte Winkel œ Null sei. Diese 
Bedingung wird leichter zu interpretiren sein, wennn man die 
Gerade MN zur Axe der z nimmt; man hat dann 


a” = 0, b” — 0; 


und wenn man durch & den Winkel von MU mit der Axe 
der x bezeichnet, woraus resultirt 


a = cos, a = sin«, b=—sina, b’ — cosa, 


so wird die Gleichung, welche das Begegnen von MN mit den 
unendlich nahen Geraden ausdrückt, 


de . ; de de' de! 
re b 2 è € —— p — — _—— k =e 
e sin œ? —- sin a cos a (T F) Tr cos Q? 0, 


oder, indem man durch cos «2 dividirt, 


de 
(N. re EEE tanga — 7, = 0. 


Diese Gleichung vom zweiten Grade zeigt, dass es in je- 
dem Punkt höchstens zwei Richtungen giebt, welche die in 
Rede stehende Eigenschaft besitzen, wenn man die singulären 
Punkte ausnimmt, für welche die drei Coëfficienten Null sind, 
in welchem Falle jeder Werth für æ zusagend wäre. Man 
kann übrigens leicht verificiren, dass diese beiden Richtungen, 
wenn sie existiren, nicht rechtwinklig sein können in jedem 
Punkte, wenn die Geraden des Systems nicht Normalen einer 
und derselben Fläche sind. In der That, da die Bedingung 
der Integrabilität der Gleichung 


Xde + Yday+ Zdz =0 


nicht stattfindet, so hat man im Anfang der Coordinaten 
nicht 
aX EX o, oder de _ de 
-dy de: 44.” da ’ 
also ist das Product der Wurzeln der Gleichung (g), welches 
de’ 
-4 ist, nicht gleich — 1, und folglich sind die durch die 
dy 
beiden Wurzeln dieser Gleichung nr Richtungen nicht 
rechtwinklig. 
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